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Cosine similarity, Gauss kernel, …

Negative distances 

Negative Jeffrey’s divergence, …
Conditinally PD (CPD) similarities

General similarities

Positive Definite (PD) similarities Inner Product 
Similarity (IPS)

Shifted IPS (SIPS)

Weighted IPS (WIPS)

Inner product, Polynomial kernel,

(Euclidean distance, Poincaré distance, … )

ニューラルネットのモデル類似度関数のクラス

重み付き内積類似度モデル

シフト付き内積類似度モデル

内積類似度モデル

不定値カーネル

条件付き正定値
カーネル

正定値カーネル

座標とリンク 座標

ニューラルネット

エッシャーの絵は双曲幾何の例
（ポアンカレ埋め込み）

グラフのリンク構造をなるべく
保存するようにノードの座標を
計算する．統計学の多変量解析
の拡張になっていて，機械学習
で応⽤がたくさんある．

ユークリッド空間

双曲空間など

擬ユークリッド空間

埋め込む空間

（リンクだけでも良い）

• ⼀般にノードの類似度をベクトルの内積やコサイン類似度で測る
• 類似度関数を変えたら，もっと性能あがるのでは？

• 内積だけでも任意の正定値カーネルが表現できる！
• シフト項をいれるだけで，双曲空間への埋め込みが表現できる！
• 重み付き内積モデルにすれば，もっと表現できる！

グラフ埋め込みの理論



Proceedings of the 54th Annual Meeting of the Association for Computational Linguistics, pages 493–498,
Berlin, Germany, August 7-12, 2016. c�2016 Association for Computational Linguistics

Cross-Lingual Word Representations via Spectral Graph Embeddings

Takamasa Oshikiri, Kazuki Fukui, Hidetoshi Shimodaira
Division of Mathematical Science, Graduate School of Engineering Science

Osaka University, Japan
1-3 Machikaneyama-cho, Toyonaka, Osaka

{oshikiri, fukui, shimo}@sigmath.es.osaka-u.ac.jp

Abstract

Cross-lingual word embeddings are used
for cross-lingual information retrieval or
domain adaptations. In this paper, we
extend Eigenwords, spectral monolin-
gual word embeddings based on canoni-
cal correlation analysis (CCA), to cross-
lingual settings with sentence-alignment.
For incorporating cross-lingual informa-
tion, CCA is replaced with its general-
ization based on the spectral graph em-
beddings. The proposed method, which
we refer to as Cross-Lingual Eigenwords
(CL-Eigenwords), is fast and scalable for
computing distributed representations of
words via eigenvalue decomposition. Nu-
merical experiments of English-Spanish
word translation tasks show that CL-
Eigenwords is competitive with state-
of-the-art cross-lingual word embedding
methods.

1 Introduction

There have been many methods proposed for word
embeddings. Neural network based models are
popular, and one of the most major approaches
is the skip-gram model (Mikolov et al., 2013b),
and some extended methods have also been devel-
oped (Levy and Goldberg, 2014a; Lazaridou et al.,
2015). The skip-gram model has many interest-
ing syntactic and semantic properties, and it can
be seen as the factorization of a word-context ma-
trix whose elements represent pointwise mutual
information (Levy and Goldberg, 2014b). How-
ever, word embeddings based on neural networks
(without neat implementation) can be very slow
in general, and it is sometimes difficult to under-
stand how they work. Recently, a simple spectral
method, called Eigenwords, for word embeddings
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Figure 1: PCA projections (PC1 and PC2) of CL-
Eigenwords of countries (bold) and its capitals
(italic) in Spanish (red) and English (blue). Word
vectors of the two languages match quite well,
although they are computed using sentence-level
alignment without knowing word-level alignment.
100-dim word representations are used for PCA
computation.

is proposed (Dhillon et al., 2012; Dhillon et al.,
2015). It is based on canonical correlation anal-
ysis (CCA) for computing word vectors by maxi-
mizing correlations between words and their con-
texts. Eigenword algorithms are fast and scalable,
yet giving good performance comparable to neural
network approaches for capturing the meaning of
words from their context.

The skip-gram model, originally proposed for
monolingual corpora, has been extended to cross-
lingual settings. Given two vector representa-
tions of two languages, a linear transformation be-
tween the two spaces is trained from a set of word
pairs for translation task (Mikolov et al., 2013a),
while other researchers use CCA for learning lin-
ear projections to a common vector space where
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• 対訳コーパスのリンク
だけから単語埋め込み

• 辞書を教えなくても，
２⾔語の翻訳単語の座
標は近くなる

• ⽂書データ，ソーシャルメディ
アの写真とタグから，単語と画
像を同時埋め込み

• 画像と単語の相互検索や，意味
の加減算による検索ができる

• ⽂書，写真，遺伝⼦デー
タなど混在した関連性
データを扱える

• t-SNEなどの可視化を拡張

グラフ埋め込みの応⽤



分散表現の論理演算

導入

Ø句・文の表現 を計算できる[1,2,3,4]

Ø珍しい単語・未知語 も計算できる[5]

Ø etc ...

woman

royal queen

本研究で注目する性質

加法構成性

ベクトルの和で意味を構成できる

3

▲加法構成性の例

[1] Mikolov+ (2013) [2] Wieting+ (2016) [3] Arora+ (2017) [4] Ethayarajh  (2018) [5] Bojanowski+ (2017)

貢献２：単語埋め込みによる論理演算

ORの演算
15

以上の定式化のもと，Word2Vec や GloVe の単
語埋め込みは次を満たす：

（OR の公式） (! ≈ ∑6 7 !4
7 ! (!4

定理２

つまり...

OR は頻度重み付き和！
事例

箱

ケース

先行研究との関連
Arora+ (2018) は，文脈ベクトルに関する潜在変数モデルにおいて同様の式を証明しているが，本研究
ではそのようなモデルを必要とせず，Word2Vec や GloVe において直接証明した．

貢献２：単語埋め込みによる論理演算

NOTの演算
17

条件付き埋め込み

単語埋め込みを単語集合 4内で中心化した埋め
込みを考える：

(!|9 ≈ (! − (9 , (9 = 1
!5∈9

0 $;

0 4 (!;

以上の定式化のもと，Word2Vec や GloVe の単語
埋め込みは次を満たす：

（NOTの公式） (¬!|9 ≈ − 7 $ 4
4=7 $ 4 (!|9

定理３

好き

¬好き

嫌い

感情に関する単語集合

おもしろい

怒り 楽しい

target word として出現する単語を >
内に絞った定式化により自然に導出で
きる．このような概念は本研究で初出．

内藤，横井，下平（2021）「単語埋め込みによる論理演算」
⾔語処理学会第27回年次⼤会(NLP2021)において委員特別賞

• それでは，ORやNOTはどのように計算するのか？
• 単語頻度による重み付き平均がORの意味に相当
• NOTは むずかしい(⺟の反対は娘か⽗か？）
• 対象となる単語集合に応じて「条件付き埋め込み」
の概念を導⼊し，ベクトルの負⽅向がNOTの意味に
相当することを明らかにした

queen = royal + woman
king = royal + man
加法構成性の例．これらからroyalを消
去すると， 類推の計算 (king  - man + 
woman = queen) が得られる

AND（加法構成性） OR（ベクトルの重⼼） NOT（集合内で負⽅向）

単語埋め込みでは，⽂書データから教師なし学習によって「単語の意味」の分
散表現（単語ベクトル）を計算する．ベクトルの加減算で類推などの「意味の
計算」ができることが知られている（例：king  - man + woman = queen）．
将来，⾼度な思考を実現するには，複雑な意味の計算が必要になる．その基礎
となる加法構成性では，ベクトルの和が構成要素のANDの意味に相当する．
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Prediction=0.59

True=0.60

k=0 (または距離r=0) への外挿

Okuno, Shimodaira (2020) “Extrapolation Towards Imaginary 0-Nearest Neighbour and Its Improved Convergence Rate” (NeurIPS 2020)
⽥中，奥野，下平 (2021) 「マルチスケールk-近傍法による画像のExtreme Multi-Label分類」(JSAI2021)
Cao，⽥中，奥野，下平 (2021) 「マルチスケールk-近傍法における回帰関数および損失関数の検討」(JSAI2021)

マルチスケール k-近傍法

#猫 #マンチカン

#猫 #アメショー
#可愛い #チワワ

クエリ画像

𝑘 = 3の例 #猫 : 2/3
#マンチカン : 1/3

#可愛い : 1/3

• 理論上はk=0とすればバイアスがゼロになるハズ（分散は無限になってしまう）
• 複数のkの値でk-近傍法を実⾏し，それをk=0に外挿すればよいのでは？
• 架空の「0-近傍法」を計算するマルチスケールk近傍法を提案
• これが収束レートに関して最適解であることを証明
• 外挿法の⼯夫によって改良し，Flickr画像のタグ推定に応⽤

k-近傍法は最も単純な判別，分類の⼿法．たとえば，クエリ画像に特徴量ベク
トルが最も近い画像をk個選び，そのラベルの平均値を出⼒する．⼩さいkはバ
イアスが⼩さく，⼤きいkは分散が⼩さくなり，両者の影響はトレードオフの
関係にある．どうやって最適なkを選ぶかが問題になっていた．



• 成⻑するネットワーク（グラフ）の確率モデル
• 新しいリンクの確率が⾼いのは？

（実は新⼈なのにすでに２⼈）
1. リンク数の多い⼈

2. ポテンシャルの⾼い⼈

3. 共通する友達の多いペア

これらの効果を分離して推定する統計⼿法とソフトウエア(PAFit, FoFaF)の開発

論⽂共著者ネットワークデータ（複雑ネットワーク分野）からの推定結果

現在のリンク数

「コラボする潜在能⼒」の⾼い研究者トップ10
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複雑ネットワークの統計推測



1 2 3

1 2 3

n

n0

1 human

2 seal
3 cow

4 rabbit

5 mouse6 opssum

1 human

2 seal

3 cow

4 rabbit 5 mouse

6 opssum
0.1

E1 E3

E2 E6

T7T1

E8
E1

系統樹推定の例．T1はデータが⽀持する系統樹だが，実際にはT7が真実の系統樹と考えられる．

(37, 75, 56) (15, 10, 2)

(100, 100, 100)

(90, 96, 93)

(90, 72, 58)

(14, 7, 6)(11, 7, 2)

AU>95となってしまう

BP<5となってしまう

BP<5となってしまう

SI=Selective Inference 選択的推測（提案法）, AU=Approximately Unbised 近似的に不偏な検定(従来法）, BP=ブートストラップ確率（ベイズ）

• ブートストラップ法は，データか
らリサンプリング（復元抽出）

• 擬似的にたくさんデータができる
ので，何回もデータ解析すれば，
そのバラツキもわかる

• 簡単なアルゴリズムだが，背後に
は確率分布の空間における距離と
か曲率など⾼度な数理統計学

オリジナルのデータ

ブートストラップ法で
たくさんデータを作る

普通は nʼ = n

ランダムにリサンプリング

• 同じ結果が出た回数を素朴に数える(BP)は，「ニセの発⾒」になりやすい！
• マルチスケール・ブートストラップ法(AU)は，nʼ = -n としてバイアスゼロ！
• じつは「膨⼤な仮説集合から仮説を選んでるバイアス」を直してなかった
• そのバイアスも新たに開発したばかりの選択的推測(SI)で解決できた！

ブートストラップと選択的推測



例. 白血病や乳がん等
! 遺伝子数 ≈ 10000
% (患者数) ≈ 100

High-dimension, low-sample-size (HDLSS)  data
Microarray

・・・

!

大標本理論

新たな理論・方法論の構築が必要

高次元小標本漸近理論

! !≫

! → ∞, !/& → ∞
& → ∞ or &: fixed

固有解析
・固有値・固有ベクトル推定
・固有値は高次元で
不一致性を持つ

→要修正

標本共分散行列の逆行列が不安定
各種次元の呪い

潜在空間の解析 ノイズ空間の解析

判別分析
クラスタリング

球面集中現象 主成分スコアによる
クラスタリング

2次の寄与率

上位の固有空間が大半を占める

応用

• 従来の統計理論では，次元dを固定して，サンプルサイズnが⼤きい極限を考えてる
• ところが，nは⼩さいのに，dが⼤きいデータを分析することが増えている
• 新しい統計理論が必要！

⾼次元⼩標本の統計学



線形モデル 相対⽐較モデル 価格決定モデル

KL情報量を明⽰的に⽤いると計算が⼤変

ベイズ統計に基づく事後分布サンプリング
を適切に⽤いて複雑な計算を回避！

• バンディット問題： 広告推薦や治験，価格決定問題など，事前にデータが
ない状態で逐次的にデータを集めながら次の割り当て先を決定

• どうやって現在の推定の不確かさを考慮する？
• 考える設定に応じて多様なモデリングや定式化

• 真の分布の候補をKL情報量を⽤いて抽出する！
• 理論限界を達成するアルゴリズムを
さまざまな設定で構築可能

バンディット問題



• バンディット問題と強化学習： バンディット問題は強化学習の特別な場合だが，
実際は標準的な⼿法が⼤きく異なる

• 強化学習の⼿法を⽤いてもバンディット問題のアルゴリズムを作れる？
• 実際はランダム性の⼤きさ等の要因から単純なタスクを除いて学習が難しい
• 学習しやすい報酬を適切に設定して，複雑なモデル上でもうまく動くアルゴリ

ズムを強化学習で⾃動設計！

• バンディットアルゴリズムを通じて得られた
データからはバイアスのない推定が難しい
（選択的推定）

• 強化学習の⼿法を⽤いて推定可能性を
検証する！

環境

状態

アーム2 アーム1 アーム2 アーム2

報酬1 報酬0 報酬0 報酬1

強化学習を⽤いたバンディットアルゴリズム



• ベイズ最適化： 複雑な形状の未知関数を
ガウス過程により表現，なるべく少ない
関数評価で最⼤値を発⾒

• 各点での関数値の不確かさを定量化
• 深層学習のパラメータチューニングから

物性の予測までさまざまな関数・タスク
を表現できる！

• 異なる観測コストと精度が選択できる場合，⼊⼒可能な点が事前に分からない場合，
空間センシングなど時間変化がある場合等にも柔軟に対応可能

ガウス過程による電気伝導度の推定 ガウスカーネル マターンカーネル

カーネル関数を適切に設計して
関数の滑らかさをモデリング

ベイズ最適化


