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ブートストラップ法の幾何学と
スケール変換

下平英寿 （東工大・情報理工）

1 はじめに

近年ゲノム科学など様々な分野で膨大なデータが急速に蓄積さ
れている．これから知識発見を行うために，データマイニングな
どのデータ解析手法によって非常に多くの仮説が同時に探索され
ることがある．このような状況では，データに内在する確率的な
揺らぎ，すなわちバラツキの影響が増幅されて誤った発見に導か
れやすくなる．この影響を正しく評価することが重要である．
リサンプリング法はデータからのサンプリングによってバラツ
キを評価する一般的な手法であり，一種の確率シミュレーション
技法である．代表的なリサンプリング法であるブートストラップ
法 (Efron 1979)が発表されて 20年以上が経ち，様々なデータ解
析に利用されているが，その精度が必ずしも十分でないことが分
かってきた．より精度の高い方法が必要である．
現実のデータ解析は手続きが複雑で出力も多様である．そこで広
範な応用を可能にするために，興味のある仮説を支持したか否か
という二者択一の結果だけを計算に利用する方法を考える．ブー
トストラップ法によって生成した多数の複製データが仮説を支持
した頻度はブートストラップ確率と呼ばれ，バイオインフォマティ
クスの応用で以前から利用されている (Felsenstein 1985)．ブー
トストラップ確率は，仮説検定の確率値として解釈できる．一般
にサンプルサイズ nの増加に対して検定のバイアスが n−k/2に比
例して小さくなるとき，k次の精度の近似的に不偏な検定という．
ブートストラップ確率の精度は 1次であり，十分とはいえない．
データの背後にある確率モデルや興味のある仮説を反映して距
離や曲率といった幾何学的な量が定義できる．この幾何学的な量を
用いてブートストラップ確率を表現することが可能であり，さらに
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不偏な確率値を表現することも可能である (Efron and Tibshirani

1998)．複製データのサンプルサイズをnからn′ に変化させると，
バラツキのスケールが τ =

√
n/n′倍されるが，このときのブー

トストラップ確率の変化は τの多項式で表現できて，その係数が
幾何学的な量に対応する (Shimodaira 2002)．この事実を利用し
たのがマルチスケール・ブートストラップ法であり，ブートスト
ラップ確率の変化率から３次の精度の確率値が計算できる．この
新しい原理によって，p∗-formula (Barndorff-Nielsen 1986)やダブ
ルブートストラップ法 (Hall 1992)と数学的に等価な確率値を容
易に計算することが可能になった (Shimodaira, in press)．
データの確率モデルは，なんらかの非線形変換によって指数型
分布族として表現できるものと仮定する．しかしその変換を実
際に知る必要はない．つまり確率モデルや仮説の曲面を解析的に
与える必要はない．手法の導出にはWeylのチューブ公式と同様
の座標系を用いる．Edgeworth漸近展開の計算を３次の精度で行
うのは煩雑であり，数式処理ソフトウエア (Mathematicaおよび
MathTensor)を用いて証明を行った (Shimodaira 2004)．
以下ではまず4節まで用語の定義など行い，5節から8節までは
例を用いながら提案手法を説明する．9節から 11節はテクニカル
な側面を説明する．

2 ブートストラップ法

データ x1, . . . , xnの各要素は独立同分布に従う確率変数の実現
値とする．その期待値µの推定値は平均 x̄ = (x1 + · · · + xn)/nに
よって与えられる．x̄のバラツキを調べるために，データと同じ
確率分布に従う確率変数の実現値を擬似乱数を使って生成したも
のを，複製データ x∗1, . . . , x

∗
n とする．ただし µは未知なので，µ

の役割を x̄で置き換えて生成する．この手続きを多数回繰り返し
実行して，x̄∗ = (x∗1 + · · ·+ x∗n)/nのバラツキを観測することによ
り，x̄のバラツキが推測できる．
ここではデータの確率モデルを仮定してそれを利用しているの
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で，この手法はパラメトリック・ブートストラップ法と呼ばれる．一
方，通常のブートストラップ法はモデルを仮定せずに，x1, . . . , xn

からランダムに重複を許してn個の要素を取り出してx∗1, . . . , x
∗
nを

生成する．以降の議論はすべてパラメトリック・ブートストラップ
法を用いるが，これは現実のデータ解析に通常のブートストラップ
法を適用する一連の手続きを，簡略にモデル化していると考える．

3 確率モデル

データに何らかの変換を適用したものを p次元ベクトル yとし
て表現する．yは確率変数 Y の実現値であり，Y の期待値を ηと
書く．Y ∼ f(y; η)は ηを未知パラメタとする指数型分布族であ
り，特に，y =

√
nx̄，η =

√
nµの形に書けると仮定する．n → ∞

とする漸近的な議論に関して，ここでは η = O(1)とするので，
µ = O(n−1/2)のいわゆる local alternativesに相当する．
ブートストラップ法は Y ∗ ∼ f(y∗; y)によって Y ∗の実現値 y∗

を多数生成することに相当する．もし複製データの要素を n′個
に変更すると，x̄∗ = (x∗1 + · · · + x∗n′)/n′のバラツキのスケール
は τ 倍される．したがって，f(y; η)のポテンシャル関数 φ(η)を
φ(η, τ) = φ(η)/τ 2で置き換えて密度関数 f(y; η, τ)を定義すると，
Y ∗ ∼ f(y∗; y, τ)となる．
例 (正規モデル). Y が p次元正規分布に従うとき，f(y; η, τ)は

Np(η, τ
2Ip)，ポテンシャル関数はφ(η, τ) = ‖η‖2/(2τ 2)である．

4 不偏検定

パラメタ空間の正の体積を持つ領域Rは滑らかな境界 ∂Rを持
つと仮定し，興味のある仮説を「η ∈ R」とする．仮説の領域を
µで表現したときのサイズを O(1)とするので，ηで表現すると
O(n1/2)で大きくなる．
例 (球体). R = {η : ‖η‖ ≤ n1/2}，球面 ∂R = {η : ‖η‖ = n1/2}．
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スケール τのブートストラップ確率は

α̃1(y, τ) = Pr{Y ∗ ∈ R; y, τ}
である．通常は τ = 1なので，これを特に α̂0(y) = α̃1(y, 1)と書
く．yがRから遠く離れるほど α̂0(y)が 0に近づき，仮説が正し
くないことを示唆する．あらかじめ決めた有意水準 0 < α < 1に
対して α̂0(y) < αならば，仮説を棄却する．
仮説を検定するための一般の確率値を α̂(y)と書く．棄却確率は

β(α, η) = Pr{α̂(Y ) < α; η}である．仮説検定では任意の η ∈ R
に対して β(α, η) ≤ αを要求する．さらに任意の η 
∈ Rに対して
β(α, η) ≥ αならば，この検定は不偏であるという．β(α, η)は η

に関して連続であるから，不偏ならば

β(α, η) = α, η ∈ ∂R
である．この等式が厳密には成り立たない場合，その誤差がバイ
アスであり，これを小さくする確率値の計算法を与えたい．バイ
アスがO(n−k/2)であれば，k次の精度の近似的に不偏な検定であ
り，kが大きいほど望ましいと考える．α̂(y)として α̂0(y)を用い
ると k = 1であるが，以下に述べる方法では k = 3になり，より
精度の高い方法といえる．

5 マルチスケール・ブートストラップ法

数値例 1. 正規モデル Y ∼ Np(η, τ
2Ip)．球体 R = {η : ‖η‖2 ≤

n}．ただし p = 4, n = 10．観測データを ‖y‖2 = 26.80 とすると，
y 
∈ Rである．‖y‖ − √

n = 5.177 − 3.162 = 2.015が仮説 η ∈ R
を棄却するほど十分に大きいといえるか？
このとき n1 = 3, 6, 10, 15, 21とサンプルサイズを変化させると
スケール τ1 =

√
n/n1のブートストラップ確率は

α̃1(y, τ1) = 0.0359, 0.0205, 0.0085, 0.0028, 0.0008

と変化する．特に α̂0(y) = 0.0085は 1%以下であり，仮説を棄却
する十分な証拠があると判断する．
この簡単な例では ‖Y ‖2 が非心カイ二乗分布に従うことを利
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用して厳密に不偏な確率値が計算できる．この値は α̂∞(y) =

Pr{‖Y ‖ ≥ ‖y‖; η ∈ ∂R} = 0.05であり，先ほどの α̂0(y)の値
は厳密値から大きく異なっていたことになる．
一般にα値からz値= −Φ−1(α)を定義する．ただしΦ−1(·)は標
準正規分布関数の逆関数である．11節の議論によって，z̃1(y, τ1) =

−Φ−1(α̃1(y, τ1))と τ1の関係は次式で表現されることが示される．

z̃1(y, τ1) ≈ v̂/τ1 + ĉτ1

ただし≈は両辺の誤差がO(n−3/2)であることを表す．係数は幾何
学的な量を反映しており，v̂は y と ∂Rの距離を表し，ĉは ∂Rの
曲率を表す．この理論式を実際に得られたブートストラップ確率
に当てはめて，v̂と ĉを回帰係数として推定すると，v̂ = 2.002, ĉ =

0.385が得られる．
実は不偏な確率値の z値 ẑ∞(y) = −Φ−1(α̂∞(y))は

ẑ∞(y) ≈ v̂ − ĉ

を満たすことが示せるので，ẑ1(y) = v̂− ĉ，α̂1(y) = Φ(−ẑ1(y))と
定義して，先ほど推定した v̂, ĉ を代入すると，

α̂1(y) = Φ(−2.002 + 0.385) = 0.0529

が得られる．以上のようにスケールを変化させた複数個のブート
ストラップ確率から高精度の確率値を計算する手続きをマルチス
ケール・ブートストラップ法という (Shimodaira 2002)．正規モデ
ルを仮定すると，任意のRに対して α̂1(y)は３次の精度になる．
z̃1(y, τ)を縦軸，1/τを横軸にプロットすると，次式に示される
ように，τ = 1における曲線の傾きが ẑ1(y)になる．

∂z̃1(y, τ)

∂(1/τ)

∣∣∣
τ=1

≈ ẑ1(y)

したがって，この方法はスケールを変化させたときのブートスト
ラップ確率の変化率から高精度確率値を計算しているといえる．

6 加速定数

数値例 2. 各Xiが期待値µの指数分布に従うとき，Y =
√
nX̄
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はガンマ分布 (p = 1，指数 n)に従い，期待値 η =
√
nµである．

仮説は η ≤ √
nとする．n = 10，y = 4.968とすれば，y −√

n =

1.806 > 0であり y 
∈ Rとなる．実はちょうど α̂∞(y) = 0.05とな
るように値を選んである．
数値例 1と同様に計算を行うと，

α̃1(y, τ1) = 0.2990, 0.1875, 0.1115, 0.0622, 0.0322

から v̂ = 1.328, ĉ = −0.110が推定される．確率値は

α̂1(y) = Φ(−1.328− 0.110) = 0.0753

である．α̂0(y) = 0.1115に比べれば α̂∞(y) = 0.05に近いものの，
必ずしも精度が高くないことが分かる．
前節では正規モデルを仮定していたが，一般の指数型分布族では

z̃1(y, τ1)
.
=
v̂ − 2âv̂2

τ1
+ (ĉ− â)τ1,

と書ける．ただし .
=は両辺の誤差がO(n−1)であることを表す．â

は加速定数と呼ばれ，確率モデルの性質と ∂Rから定まる量であ
る．正規モデルではY の分散行列が単位行列に固定されていたこ
とが本質的であり â = 0であった．一般の指数型分布族では，∂R
の法ベクトル方向に関して，ηを動かしたときの分散の変化率が
âに反映されている．

Efron (1987)のABC法によれば，3個の幾何学的な量 v̂, ĉ, âを
用いて不偏な確率値は

ẑ∞(y)
.
= v̂ − ĉ+ â(1 − v̂2)

と表現される．一方，前節の方法で計算した確率値は

ẑ1(y)
.
= v̂ − ĉ+ â(1 − 2v̂2)

であり，âv̂2 = O(n−1/2)だけ誤差がある．これを補正するために，
âを推定する必要がある．
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7 2ステップ＝マルチスケール法

各 y∗からスケール τ2のブートストラップ法によって複製 y∗∗を
一個だけ生成する．つまりY ∗ ∼ f(y∗; y, τ1)とY ∗∗ ∼ f(y∗∗; y∗, τ2)
によって，(y∗, y∗∗)を多数生成し，スケール (τ1, τ2)のブートスト
ラップ確率

α̃2(y, τ1, τ2) = Pr{Y ∗∗ ∈ R; y, τ1, τ2}
を計算する．正規モデルでは

α̃2(y, τ1, τ2) = α̃1(y,
√
τ 2
1 + τ 2

2 )

となるが，一般の指数型分布族では，

z̃2(y, τ1, τ2) − z̃1(y,
√
τ 2
1 + τ 2

2 )
.
=
âτ 2

1 τ
2
2 (v̂2 − (τ 2

1 + τ 2
2 ))

(τ 2
1 + τ 2

2 )5/2

であることを利用して âが推定できる．数値例 2において n2 =

6, 15, τ2 =
√
n/n2とすると，たとえば，

α̃2(y,
√

10
6 ,

√
10
6 ) = 0.3063 
= α̃1(y,

√
10
3 ) = 0.2990

α̃2(y,
√

10
10,

√
10
15) = 0.1866 
= α̃1(y,

√
10
6 ) = 0.1875

のように，極わずかの差があることが分かる．
ẑ1(y)と z̃2(y, τ1, τ2) − z̃1(y,

√
τ 2
1 + τ 2

2 )の式をまとめると，

z̃2(y, τ1, τ2)
.
= s1γ̂1(1 + s2γ̂3) − γ̂2 + s2γ̂3

s1γ̂1

ただし s1 = (τ 2
1 + τ 2

2 )−1/2, s2 = τ 2
1 τ

2
2 s

4
1である．ここでは v̂, ĉ, âの

代わりに γ̂1
.
= v̂ − 2âv̂2, γ̂2

.
= v̂(â− ĉ), γ̂3

.
= v̂âを用いている．こ

の理論式を数値例 2に当てはめると回帰係数として

γ̂1 = 1.328, γ̂2 = 0.144, γ̂3 = 0.137

と推定される．一方，不偏な確率値は

ẑ∞(y)
.
= γ̂1(1 + γ̂3) +

γ̂2

γ̂1

と書けるので，右辺を ẑ2(y)と置いて，推定した係数を代入すると，

α̂2(y) = 1 − Φ

{
1.328(1 + 0.137) +

0.144

1.328

}
= 0.0528
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が得られる．α̂0(y) = 0.1115や α̂1(y) = 0.0753に比べて，α̂∞(y) =

0.05に近く，精度が高いことが分かる．任意の指数型分布族，任
意のRに対して，この 2ステップ＝マルチスケール法は 2次の精
度である．

8 3ステップ＝マルチスケール法

各 y∗∗からスケール τ3のブートストラップ法によって複製 y∗∗∗

を一個だけ生成し，スケール (τ1, τ2, τ3)のブートストラップ確率

α̃3(y, τ1, τ2, τ3) = Pr{Y ∗∗∗ ∈ R; y, τ1, τ2, τ3}
を計算する．前節と同様の議論を繰り返すと次式を得る．

z̃3(y, τ1,τ2, τ3) ≈ γ̂1s1
(
1 + γ̂3s2 + 4γ̂2

3s
2
2 + γ̂5s3 + γ̂6s4

)
− (γ̂1s1)

−1 (
γ̂2 + γ̂3s2 + 7γ̂2

3s
2
2 + γ̂4s2 + 3γ̂5s3 + 3γ̂6s4

)
ただし s1 = (τ 2

1 + τ 2
2 + τ 2

3 )−1/2, s2 = (τ 2
1 τ

2
2 + τ 2

2 τ
2
3 + τ 2

3 τ
2
1 )s4

1, s3 =

(τ 2
1 τ

2
2 τ

2
3 + τ 4

2 τ
2
3 + τ 4

1 (τ 2
2 + τ 2

3 ))s6
1, s4 = (τ 2

1 τ
2
2 τ

2
3 )s6

1である．
これから係数 γ̂1, . . . , γ̂6を推定し，

ẑ3(y) = γ̂1
(
1 + γ̂3 + 4γ̂2

3 + γ̂6
)

+ γ̂−1
1

(
γ̂2 + γ̂2

3/2 + γ̂4 + γ̂5
)

に代入して α̂3(y)を計算すると，任意の指数型分布族，任意のR
に対して，この3ステップ＝マルチスケール法は3次の精度である．
数値例 2に適用すると，γ̂1 = 1.328, γ̂2 = 0.145, γ̂3 = 0.127, γ̂4 =

−0.018, γ̂5 = −0.0004, γ̂6 = −0.036となり，

α̂3(y) = 1 − Φ

{
1.328(1 + 0.127 + 0.065 − 0.036)

+
0.145 + 0.008− 0.018− 0.0004

1.328

}
= 0.0509

が得られる．α̂2(y) = 0.0528よりもさらに良いことが分かる．

9 チューブ座標系

指数型分布族の密度関数は exp
(
θiyi − ψ(θ) − h(y)

)
の形に書け

る．自然パラメタ θi の代わりに期待値パラメタ ηi = ∂ψ/∂θi,
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i = 1, . . . , pを用いた密度関数を f(y; η)と書く．ポテンシャル
関数は φ(η) = maxθ

{
θiηi − ψ(θ)

}
である．計量行列 φij(η) =

∂2φ(η)/∂ηi∂ηj の η = 0における値を φij と書く．同様に 1階微
分を φi，高階微分を φijk, φijklなどと書くと，φijk = O(n−1/2),

φijkl = O(n−1)である．適当に座標系を取ることにより，φi = 0,

φij = δij(単位行列)とできる．
η = 0の近傍で ∂Rの曲面をパラメタ表示すると，ηa(u) =

ua, a = 1, . . . , p − 1, ηp(u) ≈ −dabuaub − eabcuaubucとテーラ展
開できる．ここで dab = O(n−1/2), eabc = O(n−1) である．Rは
ηp ≤ ηp(u)である．∂Rの単位法線ベクトルをRの外向きに取り
Bp(u)と書く．するとη = 0の近傍でηはηi(u, v) = ηi(u)+B

p
i (u)v,

i = 1, . . . , pと書ける．vは実数であり符号付距離と呼ばれる．
(u, v)は法ベクトル空間が１次元のチューブ座標系であり，座標
変換 η ↔ (u, v)が一対一となる近傍だけを考える．ヤコビア
ンは ∂η/∂(u, v) ≈ exp

[−1
2φ

cppuc + (2daa − φaap)v − {
2(dab)2 −

2dabφabp+ 1
2(φ

abp)2
}
v2+

{1
2d

cdφppp− 1
4φ

cdpp+ 1
4φ

cppφdpp+ 1
2φ

acpφadp+

2dac(dad−φadp)
}
ucud+

{
6eaac+daaφcpp+4dacφapp−φaacp+φaadφcdp+

1
2φ

aapφcpp − 2dcdφaad − (2dad − φadp)φacd
}
ucv

]
である．これを用い

て確率密度関数を (u, v)座標系で表現する．スケール変換によっ
て u, vが τ−1倍，φijk, dabが τ 倍，φijkl, eabcが τ 2倍されることを
考慮すると次の結果を得る．
定理 (修正符号付距離の分布関数). v ≈ c0+c1w+c2w

2+c3w
3−

ucb
c(w)によって座標変換 (u, v) ↔ (u, w)を考える．ただし c0, c2

はO(n−1/2)，c1, c3, bc(w)はO(n−1)である．wを修正符号付距離
と呼ぶ．真のパラメタ値 ηが (u, v)座標系で u = 0, v = λと仮定
しても一般性を失わない．Y は (u, w)座標系で (Û , Ŵ )と書く．こ
のとき Ŵ の分布関数をPr{Ŵ ≤ ŵ} = Φ(zc(ŵ; λ, τ))と書くと，

zc(ŵ;λ, τ) ≈ τ−1g−(ŵ, λ) + τg+(ŵ, λ)

である．ただし，g−(ŵ, λ) = (ŵ− λ)− c0 − 1
3φ

pppλ2 + 1
6φ

pppλŵ +

(1
6φ

ppp−c2)ŵ2− 1
6c0φ

pppλ−{
c1+

1
3c0φ

ppp
}
ŵ+

{1
8(φ

app)2+ 1
18(φ

ppp)2−
1
8φ

pppp
}
λ3 +

{−1
8(φ

app)2 + 1
24φ

pppp
}
λ2ŵ +

{− 1
24(φ

ppp)2 + 1
24φ

pppp −
1
6c2φ

ppp
}
λŵ2 +

{− 1
72(φ

ppp)2 + 1
24φ

pppp − 1
3c2φ

ppp − c3
}
ŵ3そして
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g+(ŵ, λ) = −(daa+ 1
6φ

ppp)+
{
(dab)2−dabφabp+ 1

6d
aaφppp+ 1

2(φ
abp)2+

1
2(φ

app)2 + 13
72(φ

ppp)2 − 1
4φ

aapp − 1
8φ

pppp
}
ŵ +

{
(dab)2 − 1

6d
aaφppp +

1
8(φ

app)2 + 5
72(φ

ppp)2 − 1
24φ

pppp
}
λである．

上式のzc(ŵ;λ, τ)はパラメタが(u, v) = (0, λ)と仮定しているが，
一般の (u, v)の場合はzc(ŵ; u, v, τ)と書く．ブートストラップ確率
の計算では zc(ŵ

∗; û, v̂, τ)が必要になるが，これは zc(ŵ;λ, τ)にお
いて ŵを ŵ∗で，λを v̂で置き換え，さらにdab, φijkを η(û, 0)で評
価した d̂ab = dab +O(n−1), φ̂ijk = φijk +O(n−1)に置き換えて得ら
れる．加速定数は â = −φ̂ppp/6である．êabc ≈ eabc, φ̂ijkl ≈ φijkl等
のO(n−1)の量に関しては置き換えをする必要はない．η(û, 0) は
y から ∂Rへの射影であり，これを η̂(y)と書く．

10 近似的に不偏な確率値の分布関数

数値例 1や 2では厳密に不偏な確率値が容易に得られたが，一
般には次のように確率値を与えると，3次の精度になることが分
かる．まずY ∗ ∼ f(y∗; η̂(y), 1)によって複製を生成し，Y ∗を (u, v)

座標系で (Û ∗, V̂ ∗)と書く．数値例 1や 2では yの v座標 v̂より V̂ ∗

が大きくなる確率が不偏な確率値になっていた．ここでも同様に

α̂∞(y) = Pr{V̂ ∗ ≥ v̂; η̂(y), 1}
によって α̂∞(y)を定義する．この z値は ẑ∞(y) = zc(v̂; û, 0, 1)で
ある．（係数 crはすべて 0である．）つまり，ẑ∞(y) ≈ v̂ − (d̂aa +
1
6φ̂

ppp)+ 1
6φ̂

pppv̂2+
{
(dab)2−dabφabp+ 1

6d
aaφppp+ 1

2(φ
abp)2+ 1

2(φ
app)2+

13
72(φ

ppp)2 − 1
4φ

aapp − 1
8φ

pppp
}
v̂ +

{− 1
72(φ

ppp)2 + 1
24φ

pppp
}
v̂3 である．

より一般的に ẑq(y) ≈ ẑ∞(y) + q0 + q1v̂ + q2v̂
2 + q3v̂

3 + ûcg
c(v̂),

q0 = O(n−1/2), q1 = O(n−1), q2 = O(n−1/2), q3 = O(n−1), gc(v̂) =

O(n−1)を考えると，この ẑq(y)自身が再び ŵとして表現され，係数
はc0 = −daa− 1

6φ
ppp+q0, c1 = (dab)2−dabφabp+ 1

2d
aaφppp+ 1

2(φ
abp)2+

1
2(φ

app)2+ 17
72(φ

ppp)2− 1
4φ

aapp− 1
8φ

pppp+ 1
3φ

ppp(q2−q0)+q1+2daaq2−
2q0q2, c2 = 1

6φ
ppp+q2, c3 = − 5

72(φ
ppp)2+ 1

24φ
pppp− 2

3φ
pppq2−2q2

2 +q3
である．したがって，この係数を zc(ŵ; λ, 1)に代入すると，ẑq(Y )

の分布関数が得られる．特にλ = 0とおくと，Pr{ẑq(Y ) ≤ x; 0} ≈

10



Φ
[
x − q0 − q2x

2 +
{−q1 − 2q2(d

aa + 1
6φ

ppp − q0)
}
x +

{1
3φ

pppq2 +

2q2
2 − q3

}
x3

]
であるから，α̂q(y) = Φ(−ẑq(y))が 3次の精度の近似

的に不偏な確率値になることと，q0 ≈ q1 ≈ q2 ≈ q3 ≈ 0 は同値で
ある．つまり，ここで考えた確率値のクラスで 3次の精度を持つ
のは，α̂∞(y)との違いがO(n−3/2)の確率値だけである．この意味
で，p∗-formula (Barndorff-Nielsen 1986)やダブルブートストラッ
プ法 (Hall 1992)から得られる確率値も α̂∞(y)に等価である．

11 ブートストラップ確率の分布関数

スケール τ のブートストラップ法 Y ∗ ∼ f(y∗; y, τ)によって複
製を生成する．この Y ∗を (u, v)座標系で (Û ∗, V̂ ∗)と書く．ブー
トストラップ確率は α̃1(y, τ) = Pr{V̂ ∗ ≤ 0; y, τ}なので，z値は
z̃1(y, τ) = −zc(0; û, v̂, τ)である．（ここで係数 crはすべて 0であ
る．）つまり，z̃1(y, τ) ≈ τ−1

[
v̂+ 1

3φ̂
pppv̂2 −{1

8(φ
app)2 + 1

18(φ
ppp)2 −

1
8φ

pppp
}
v̂3

]
+ τ

[
(d̂aa + 1

6 φ̂
ppp) − {

(dab)2 − 1
6d

aaφppp + 1
8(φ

app)2 +
5
72(φ

ppp)2 − 1
24φ

pppp
}
v̂
]
になる．マルチスケール法は，この τ−1と

τ の係数を推定する．特に正規モデルならば φijk = φijkl = 0な
ので，係数は v̂ と ĉ = d̂aa − (dab)2v̂である．これより計算した
ẑ1(y) = v̂ − ĉが 10節の ẑ∞(y) ≈ v̂ − d̂aa + (dab)2v̂ の右辺に等し
く，α̂1(y)が 3 次の精度であることが分かる．
τ z̃1(y, τ)は再び ŵ又は ẑq(y) として表現できて，係数は q0 =

(1 + τ 2)(daa + 1
6φ

ppp), q1 = −(1 + τ 2)(dab)2 + dabφabp + 1
4φ

aapp −
1
2(φ

abp)2− 1
8(4+τ 2)(φapp)2+ 1

6(−1+τ 2)daaφppp− 1
72(13+5τ 2)(φppp)2+

1
24(3 + τ 2)φpppp, q2 = 1

6φ
ppp, q3 = −1

8(φ
app)2 − 1

24(φ
ppp)2 + 1

12φ
ppppで

ある．これよりブートストラップ確率 α̂0(y)は一般に 1次の精度
しかないことが分かる．

2ステップ法の z値は次の積分より得られる．

z̃2(y, τ1, τ2) = Φ−1
{∫

Φ(z̃1(y
∗, τ2))f(y∗; y, τ1) dy∗

}

これをもう一度繰り返すと，3ステップ法のz値も得られる．結果
として，8節の z̃3(y, τ1, τ2, τ3)の右辺はO(n−3/2)の誤差で正しく，
その係数は γ̂1 = v̂+ 1

3 v̂
2φ̂ppp + v̂3

{−1
8(φ

app)2 − 1
18(φ

ppp)2 + 1
8φ

pppp
}
,
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γ̂2 = v̂
{−d̂aa− 1

6φ̂
ppp

}
+v̂2

{
(dab)2− 1

2d
aaφppp+ 1

8(φ
app)2+ 1

72(φ
ppp)2−

1
24φ

pppp
}
, γ̂3 = −1

6 v̂φ̂
ppp + v̂2

{1
4(φ

app)2 + 1
9(φ

ppp)2 − 1
8φ

pppp
}
,

γ̂4 = v̂2
{−dabφabp + 1

3d
aaφppp + 1

2(φ
abp)2 + 1

2(φ
app)2 + 2

9(φ
ppp)2 −

1
4φ

aapp − 1
6φ

pppp
}
, γ̂5 = v̂2

{−1
8(φ

app)2 − 1
8(φ

ppp)2 + 1
12φ

pppp
}
, γ̂6 =

v̂2
{−1

8(φ
app)2− 1

8(φ
ppp)2+ 1

24φ
pppp

}
である．この係数を8節の ẑ3(y)

の右辺に代入すると，ẑ∞(y)に等価であることが分かる．つまり
3ステップ法は 3次の精度である．
なお，2 ステップ法, 1 ステップ法の結果を確かめるには，

z̃2(y, τ1, τ2) = limτ3→0 z̃3(y, τ1, τ2, τ3), z̃1(y, τ1) = limτ2→0 z̃2(y, τ1, τ2)

とすればよい．
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