
デ
ー
タ
解
析

R
に
よ
る
多
変
量
解
析
入
門

最
尤
法
，
モ
デ
ル
選
択

le
c
2
0
0
3
1
1
2
0
下
平
英
寿

s
h
im

o
@

is
.tite

c
h
.a

c
.jp

1

概
要

パ
ラ
メ
タ
の
推
定
と
確
率
モ
デ
ル
の
推
定
の
一
般
論
を
「
尤
度
原
理
」
で
説
明
す
る

•
最
尤
法

(尤
度

)

•
モ
デ
ル
選
択

(修
正
決
定
係
数
，
赤
池
情
報
量
規
準

)

回
帰
分
析
の
説
明
変
数
選
択
を
例
題
に
取
り
上
げ
る

2

最
尤
法

3

尤
度

(
lik

e
lh

o
o
d
)

•
正
規
線
形
回
帰
モ
デ
ル

y
i
=

β
0
+

β
1
x

i1
+

β
2
x

i2
+

···
+

β
p x

ip
+

ε
i ;

i
=

1
,...

,n

ε1
,...

,ε
n ∼

N
(0

,σ
2
)

i.i.d
.

θ
=

(β
0
,β

1
,...

,β
p ,σ

2
)

•
確
率
密
度
関
数

f
(y|x

;
θ
)

=
1

√
(2

π
σ
2
)
n
e
x
p

−
n∑i=
1

(β
0
+

β
1
x

i1
+

···+
β

p x
ip −

y
i )2

2
σ
2



•
尤
度

L
(θ

;X
)
=

f
(X

;
θ
)

4

最
尤
法

(
m

a
x
im

u
m

lik
e
lih

o
o
d

m
e
th

o
d
)

•
一
般
に
パ
ラ
メ
タ
ベ
ク
ト
ル
を

θ
，
デ
ー
タ
を

X
と
書
く

L
(θ

;X
)
=

f
(X

;
θ
)

•
対
数
尤
度

(
lo

g
-lik

e
lih

o
o
d
)

�( θ
;X

)
=

lo
g

L
(θ

;X
)
=

lo
g

f
(X

;
θ
)

•
パ
ラ
メ
タ
の
最
尤
推
定
量

(
M

L
E
)
を

θ̂
と
書
く

m
a
x

θ∈
Θ

�(θ
;X

)
=

�( θ̂
;X

)

∂
�(θ

;X
)

∂
θ

∣∣∣∣∣∣θ̂

=
0

5

重
回
帰
モ
デ
ル
の
最
尤
推
定

�(β
,σ

2
;
x

,y
)
=

−
n2

lo
g
(2

π
σ
2
)−

n∑i=
1

(β
0
+

β
1
x

i1
+

···+
β

p x
ip −

y
i )2

2
σ
2

∂
�

∂
β

k
=

n∑i=
1

(β
0
+

β
1
x

i1
+

···+
β

p x
ip −

y
i )

x
ik

σ
2

∂
�

∂
(σ

2
)
=

−
n

2
σ
2
+

n∑i=
1

(β
0
+

β
1
x

i1
+

···+
β

p x
ip −

y
i )2

2
σ
4

最
尤
推
定
量

β̂
=

(X
′X

) −
1
X

′y
,

σ̂
2

=
‖
y
−

X
β̂‖

2

n

c
.f.

σ
2
の
不
偏
推
定
量

σ̃
2

=
‖
y
−

X
β̂‖

2

n
−

p−
1

,
E

(σ̃
2
)
=

σ
2

こ
こ
で
は
最
尤
推
定
は

σ̂
2，
不
偏
推
定
は

σ̃
2
と
書
い
て
区
別
す
る

6

モ
デ
ル
選
択

7

モ
デ
ル
の
候
補

確
率
モ
デ
ル
の
候
補
が
複
数
あ
る
場
合

f
1
(X

;
θ
1
),...

,f
m
(X

;
θ

m
)

デ
ー
タ

X
を
最
も
よ
く
説
明
す
る
モ
デ
ル
を
選
ぶ

[例
]
重
回
帰
分
析
の
説
明
変
数
の
選
択

f
1
は
定
数
項

β
0
の
み
（

β
1

=
···

=
β

p
=

0
を
仮
定
）

f
2
は

x
1
を
使
う
（

β
2

=
···

=
β

p
=

0
）

f
3
は

x
2
を
使
う
（

β
1

=
β
3

=
···

=
β

p
=

0
）

f
4
は

x
1
と

x
2
を
使
う
（

β
3

=
···

=
β

p
=

0
）

f
m
は

x
1
,...

,x
p を
使
う

[例
]
多
項
式
回
帰
の
次
数
選
択

f
1
は

y
=

β
0
+

ε，
f
2
は

y
=

β
0
+

β
1
x

+
ε，

f
3
は

y
=

β
0
+

β
1
x
+

β
2
x
2
+

ε，
f
p
+

1
は

y
=

β
0
+

β
1
x
+

β
2
x
2
+

···
+

β
p x

p
+

ε

8

モ
デ
ル
選
択

•
モ
デ
ル
の
良
さ
を
表
す
規
準
を

C
(f

i ,X
)と
書
く

C
(f

1
,X

),...
,C

(f
m

,X
)

を
最
大
（
ま
た
は
最
小
）
に
す
る
モ
デ
ル

f
i を
選
択
す
る

•
様
々
な
規
準

C
(f

i ,X
)が
提
案
さ
れ
て
い
る

[例
]
修
正
決
定
係
数

,
赤
池
情
報
量
規
準

9



修
正
決
定
係
数

•
回
帰
分
析
の
決
定
係
数

R
2

「
観
測
デ
ー
タ
へ
の
モ
デ
ル
の
当
て
は
ま
り
の
良
さ
」
を
測
る

•
決
定
係
数
の
問
題
点

モ
デ
ル
が
大
き
く
な
る
ほ
ど
大
き
な
値
を
取
る

(多
項
式
回
帰
で
は
最
大
次
数
の
モ

デ
ル
が

R
2
を
最
大
に
す
る

)

•
説
明
変
数
の
数

pが
増
え
る
に
従
い
推
定
誤
差
が
増
え
る
影
響
を
考
慮
し
て
決
定
係

数
を
修
正
す
る

•
修
正
決
定
係
数

R̄
2
を
最
大
に
す
る
モ
デ
ル
を
選
ぶ

R̄
2

=
1−

n
−

1

n
−

k−
1
(1−

R
2
)

n
=
サ
ン
プ
ル
サ
イ
ズ

,
k

=
変
数
の
数

1
0

修
正
決
定
係
数
の
導
出

•
モ
デ
ル

(k
)の
決
定
係
数R
2

=
1−

σ̂
2k

σ̂
20

=
1−

R
S

S
(k

)/
n

R
S

S
(0

)/
n

た
だ
し
モ
デ
ル

(k
)に
お
け
る

σ
2
の
最
尤
推
定
を

σ̂
2k
と
書
い
た
．

R
S

S
(k

)
=

n∑i=
1 (y

i −
ŷ
i )

2
,

R
S

S
(0

)
=

n∑i=
1 (y

i −
ȳ
i )

2

•
最
尤
推
定
を
不
偏
推
定
で
置
き
換
え
て
決
定
係
数
を
修
正
す
る
．

R̄
2

=
1−

σ̃
2k

σ̃
20

=
1−

R
S

S
(k

)/(n
−

k−
1
)

R
S

S
(0

)/(n
−

1
)

た
だ
し
モ
デ
ル

(k
)に
お
け
る

σ
2
の
不
偏
推
定
を

σ̃
2k
と
書
い
た
．

•
R̄

2
最
大
化
は

σ̃
2k
最
小
化
と
同
じ
こ
と
．

1
1

赤
池
情
報
量
規
準

(
A
k
a
ik
e

In
fo

rm
a
tio

n
C
rite

rio
n
)

•
モ
デ
ル
選
択
の
「
最
尤
法
」

(回
帰
分
析
に
限
ら
ず
さ
ま
ざ
ま
な
モ
デ
ル
に
適
用
可
能

)

•
モ
デ
ル
候
補

1
,...

,m
の
最
大
対
数
尤
度

�̂
i
=

lo
g

f
i (X

;
θ̂

i ),
i
=

1
,...

,m

•
パ
ラ
メ
タ
数

d
im

θ
i の
大
き
い
モ
デ
ル
が

�̂
i
を
大
き
く
す
る

•
パ
ラ
メ
タ
数
の
増
加
に
伴
い
推
定
誤
差
が
増
え
る
影
響
を
考
慮
し
て

�̂を
修
正
す
る

A
IC

=
−
2×

(�̂−
d
im

θ
)

A
IC
を
最
小
に
す
る
モ
デ
ル
を
選
ぶ

•
回
帰
分
析
の
場
合
，
最
大
対
数
尤
度
と
パ
ラ
メ
タ
数
は

�̂
=

−
n2

{1
+

lo
g
(2

π
σ̂
2k
) }

,
d
im

θ
=

k
+

2

1
2

重
回
帰
分
析
の
モ
デ
ル
選
択

セ
ッ
シ
ョ
ン
フ
ァ
イ
ル

e
d
u
:
~
s
h
i
m
o
/
c
l
a
s
s
/
g
a
k
u
b
u
2
0
0
2
0
9
/
n
o
t
e
2
0
0
3
1
0
1
0
.
R
t

>
#
#
#
重
回
帰
分
析
の
説
明
変
数
選
択

>
s
o
u
r
c
e
(
"
m
y
f
u
n
c
2
0
0
3
1
0
1
0
.
R
"
)

>
a
x
<
-
c
(
"
E
0
9
5
0
4
"
,
"
A
0
4
1
0
3
0
2
"
,
"
C
0
1
3
0
1
"
,
"
B
0
2
1
0
1
"
)
;

x
<
-
X
2
0
0
0
$
x
[
,
a
x
]

>
a
y
<
-
"
A
0
5
2
0
3
"
;

y
<
-
X
2
0
0
0
$
x
[
,
a
y
]

>
X
2
0
0
0
$
j
i
t
e
m
[
c
(
a
x
,
a
y
)
]

E
0
9
5
0
4

A
0
4
1
0
3
0
2

"最
終
学
歴
が
大
学
・
大
学
院
卒
の
者
の
割
合

"
"未

　婚
　者
　割
　合
［

2
0～

2
4
歳
・
女
］

"

C
0
1
3
0
1

B
0
2
1
0
1

"県
民
１
人
当
た
り
県
民
所
得

"
"年

　平
　均
　気
　温

"

A
0
5
2
0
3

"合
計
特
殊
出
生
率

"

>
f
f
<
-
m
y
l
s
f
i
t
v
(
x
,
y
)

#
す
べ
て
の
変
数
の
く
み
あ
わ
せ

(
1
6
通
り
)

>
f
f
$
v

#
　使
っ
た
変
数
の
リ
ス
ト

1
2

3
4

(
)

F
A
L
S
E
F
A
L
S
E

F
A
L
S
E

F
A
L
S
E

1
3

(
1
)

T
R
U
E

F
A
L
S
E

F
A
L
S
E

F
A
L
S
E

(
2
)

F
A
L
S
E

T
R
U
E

F
A
L
S
E

F
A
L
S
E

(
1
2
)

T
R
U
E

T
R
U
E

F
A
L
S
E

F
A
L
S
E

(
3
)

F
A
L
S
E
F
A
L
S
E

T
R
U
E

F
A
L
S
E

(
1
3
)

T
R
U
E

F
A
L
S
E

T
R
U
E

F
A
L
S
E

(
2
3
)

F
A
L
S
E

T
R
U
E

T
R
U
E

F
A
L
S
E

(
1
2
3
)

T
R
U
E

T
R
U
E

T
R
U
E

F
A
L
S
E

(
4
)

F
A
L
S
E
F
A
L
S
E

F
A
L
S
E

T
R
U
E

(
1
4
)

T
R
U
E

F
A
L
S
E

F
A
L
S
E

T
R
U
E

(
2
4
)

F
A
L
S
E

T
R
U
E

F
A
L
S
E

T
R
U
E

(
1
2
4
)

T
R
U
E

T
R
U
E

F
A
L
S
E

T
R
U
E

(
3
4
)

F
A
L
S
E
F
A
L
S
E

T
R
U
E

T
R
U
E

(
1
3
4
)

T
R
U
E

F
A
L
S
E

T
R
U
E

T
R
U
E

(
2
3
4
)

F
A
L
S
E

T
R
U
E

T
R
U
E

T
R
U
E

(
1
2
3
4
)

T
R
U
E

T
R
U
E

T
R
U
E

T
R
U
E

>
f
f
$
p

#
変
数
の
数

(
)

(
1
)

(
2
)

(
1
2
)

(
3
)

(
1
3
)

(
2
3
)

(
1
2
3
)

(
4
)

(
1
4
)

(
2
4
)

0
1

1
2

1
2

2
3

1
2

2

(
1
2
4
)

(
3
4
)

(
1
3
4
)

(
2
3
4
)
(
1
2
3
4
)

3
2

3
3

4

>
r
o
u
n
d
(
f
f
$
c
o
e
f
,
3
)
#
　推
定
し
た
回
帰
係
数

I
n
t
e
r
c
e
p
t

1
2

3
4

(
)

1
.
4
7
3

0
.
0
0
0

0
.
0
0
0

0
0
.
0
0
0

(
1
)

1
.
7
4
2

-
0
.
0
2
8

0
.
0
0
0

0
0
.
0
0
0

(
2
)

5
.
0
9
9

0
.
0
0
0

-
0
.
0
4
2

0
0
.
0
0
0

(
1
2
)

4
.
1
7
5

-
0
.
0
1
0
-
0
.
0
3
0

0
0
.
0
0
0

(
3
)

2
.
1
3
2

0
.
0
0
0

0
.
0
0
0

0
0
.
0
0
0

(
1
3
)

1
.
9
1
4

-
0
.
0
2
2

0
.
0
0
0

0
0
.
0
0
0

(
2
3
)

4
.
6
2
4

0
.
0
0
0

-
0
.
0
3
4

0
0
.
0
0
0

(
1
2
3
)

4
.
1
8
9

-
0
.
0
0
6
-
0
.
0
2
9

0
0
.
0
0
0

(
4
)

1
.
3
2
9

0
.
0
0
0

0
.
0
0
0

0
0
.
0
0
9

(
1
4
)

1
.
4
4
7

-
0
.
0
3
2

0
.
0
0
0

0
0
.
0
2
1

(
2
4
)

5
.
0
4
7

0
.
0
0
0

-
0
.
0
4
4

0
0
.
0
1
7

(
1
2
4
)

3
.
6
5
3

-
0
.
0
1
6
-
0
.
0
2
7

0
0
.
0
2
0

(
3
4
)

2
.
0
2
1

0
.
0
0
0

0
.
0
0
0

0
0
.
0
0
7

(
1
3
4
)

1
.
4
5
9

-
0
.
0
3
1

0
.
0
0
0

0
0
.
0
2
1

(
2
3
4
)

4
.
7
4
5

0
.
0
0
0

-
0
.
0
3
9

0
0
.
0
1
5

(
1
2
3
4
)

3
.
6
3
6

-
0
.
0
1
7
-
0
.
0
2
7

0
0
.
0
2
0

>
r
o
u
n
d
(
f
f
$
a
i
c
,
2
)
#
情
報
量
規
準

A
I
C

(
)

(
1
)

(
2
)

(
1
2
)

(
3
)

(
1
3
)

(
2
3
)

(
1
2
3
)

(
4
)

(
1

-
5
3
.
1
7

-
8
6
.
9
0

-
9
5
.
6
1

-
9
6
.
5
5

-
7
6
.
7
8

-
8
7
.
3
4

-
9
7
.
3
5

-
9
6
.
2
2

-
5
2
.
4
1

-
9
9
.

(
2
4
)

(
1
2
4
)

(
3
4
)

(
1
3
4
)

(
2
3
4
)

(
1
2
3
4
)

-
1
0
4
.
6
1
-
1
1
0
.
9
7

-
7
5
.
8
6

-
9
8
.
0
0

-
1
0
4
.
4
3
-
1
0
9
.
0
5

>
o
<
-

o
r
d
e
r
(
f
f
$
a
i
c
)
#
A
I
C
の
小
さ
い
順
序

>
o

[
1
]
1
2
1
6

1
1
1
5

1
0
1
4

7
4

8
3

6
2

5
1
3

1
9

>
r
o
u
n
d
(
f
f
$
a
i
c
[
o
]
-

m
i
n
(
f
f
$
a
i
c
)
,
2
)
#

A
I
C
最
小
モ
デ
ル
か
ら
の
差

(
1
2
4
)

(
1
2
3
4
)

(
2
4
)

(
2
3
4
)

(
1
4
)

(
1
3
4
)

(
2
3
)

(
1
2
)

(
1
2
3
)

(
2
)

(
1
3
)

0
.
0
0

1
.
9
2

6
.
3
6

6
.
5
4

1
0
.
9
8

1
2
.
9
7

1
3
.
6
2

1
4
.
4
2

1
4
.
7
5

1
5
.
3
6

2
3
.
6
3

(
1
)

(
3
)

(
3
4
)

(
)

(
4
)

2
4
.
0
7

3
4
.
1
9

3
5
.
1
1

5
7
.
8
0

5
8
.
5
6

>
r
o
u
n
d
(
f
f
$
r
s
q
[
o
]
,
2
)
#
決
定
係
数

(
1
2
4
)

(
1
2
3
4
)

(
2
4
)

(
2
3
4
)

(
1
4
)

(
1
3
4
)

(
2
3
)

(
1
2
)

(
1
2
3
)

(
2
)

(
1
3
)

0
.
7
4

0
.
7
4

0
.
6
9

0
.
7
0

0
.
6
6

0
.
6
6

0
.
6
4

0
.
6
4

0
.
6
5

0
.
6
1

0
.
5
6

(
1
)

(
3
)

(
3
4
)

(
)

(
4
)

0
.
5
3

0
.
4
2

0
.
4
3

0
.
0
0

0
.
0
3

>
r
o
u
n
d
(
f
f
$
r
s
q
a
d
j
[
o
]
,
2
)
#
修
正
決
定
係
数

(
1
2
4
)

(
1
2
3
4
)

(
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)

X
1
12

>
#
#

>
x
s
<
-
s
e
q
(
m
i
n
(
x
)
,
m
a
x
(
x
)
,
l
e
n
g
t
h
=
3
0
0
)
#
グ
ラ
フ
を
書
く
た
め
に

x
の
範
囲
を
３
０
０
等

分>
x
x
1
<
-
a
p
p
l
y
(
a
s
.
m
a
t
r
i
x
(
1
:
m
0
)
,
1
,
f
u
n
c
t
i
o
n
(
i
)

x
s
^
i
)

#
デ
ー
タ
行
列

>
x
x
1
<
-
c
b
i
n
d
(
1
,
x
x
1
)

#
定
数
項
の
列
を
加
え
る

>
a
<
-

c
(
2
,
4
,
6
,
1
0
)
#
こ
の
次
数
の
曲
線
だ
け
描
く

>
p
l
o
t
(
x
,
y
)

#
散
布
図

>
f
o
r
(
i
i
n

s
e
q
(
a
l
o
n
g
=
a
)
)
l
i
n
e
s
(
x
s
,
x
x
1
%
*
%

f
f
0
$
c
o
e
f
[
a
[
i
]
+
1
,
]
,
c
o
l
=
i
)

>
p
s
i
n
i
t
(
"
2
0
0
3
1
0
1
0
p
2
.
e
p
s
"
,
p
t
y
=
"
s
"
)

>
p
l
o
t
(
x
,
y
)

#
散
布
図

>
f
o
r
(
i
i
n

s
e
q
(
a
l
o
n
g
=
a
)
)
l
i
n
e
s
(
x
s
,
x
x
1
%
*
%

f
f
0
$
c
o
e
f
[
a
[
i
]
+
1
,
]
,
c
o
l
=
i
)

>
d
e
v
.
o
f
f
(
)
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4
-1

.
m
y
l
s
f
i
t
vは
残
差
平
方
和

R
S

S
=

∑
ni=

1
e
2i
を
各
モ
デ
ル
毎
に
計
算
し
た
ベ

ク
ト
ル
を

r
s
s
と
し
て
返
す
．
こ
れ
を
利
用
し
て
，
各
モ
デ
ル
の
不
偏
分
散

σ̃
2
と

A
IC

を
計
算
す
る
関
数

m
o
d
e
l
c
r
i
t
を
作
る
．

f
f
<
-

m
y
l
s
f
i
t
v
(
x
,
y
,
v
)

#
例
題
を
参
考
に
し
て
適
当
に

x
,
y
,
v
を
決
め
る
．

f
f
$
n

#
サ
ン
プ
ル
サ
イ
ズ

f
f
$
p

#
説
明
変
数
の
数
の
ベ
ク
ト
ル

f
f
$
r
s
s

#
R
S
S
の
ベ
ク
ト
ル

m
o
d
e
l
c
r
i
t

<
-
f
u
n
c
t
i
o
n
(
f
f
)

{

　
　
#

f
f
$
r
s
s
,
f
f
$
n
,

f
f
$
r
s
s
を
つ
か
っ
て
不
偏
分
散
と

A
I
C
を
計
算

s
q
e
<
-
.
.
.
.

#
不
偏
分
散
の
計
算

a
i
c
<
-
.
.
.
.

#
A
I
C
の
計
算

r
e
t
u
r
n
(
s
q
e
,
a
i
c
)

}4
-2

.
n
o
t
e
2
0
0
3
1
0
1
0
.
R
tの
「
重
回
帰
分
析
の
説
明
変
数
選
択
」
と
お
な
じ
数
値
例
に

m
o
d
e
l
c
r
i
tを
適
用
し
，
各
モ
デ
ル
の

σ̃
2
と

A
IC
を
計
算
せ
よ
．
n
o
t
e
2
0
0
3
1
0
1
0
.
R
t

1
5

で
計
算
し
た

A
IC
と

m
o
d
e
l
c
r
i
tで
計
算
し
た

A
IC
が
等
し
い
こ
と
を
確
認
せ
よ
．
ま

た
，

σ̃
2
の
小
さ
い
順
が

R̄
2
の
大
き
い
順
と
等
し
い
こ
と
を
確
認
せ
よ
．

4
-3

.
情
報
量
規
準

B
IC
は
次
式
で
定
義
さ
れ
る
．

B
IC

=
−
2×

�̂
+

(lo
g

n
)×

d
im

θ

こ
れ
は

A
IC
の
定
義
と
は
第
２
項
が
異
な
っ
て
い
る
．
m
o
d
e
l
c
r
i
tを
修
正
し
て
，
B
IC

も
計
算
す
る
よ
う
に
せ
よ
．

m
o
d
e
l
c
r
i
t

<
-
f
u
n
c
t
i
o
n
(
f
f
)

{

s
q
e
<
-
.
.
.
.

#
不
偏
分
散
の
計
算

a
i
c
<
-
.
.
.
.

#
A
I
C
の
計
算

b
i
c
<
-
.
.
.
.

#
B
I
C
の
計
算

r
e
t
u
r
n
(
s
q
e
,
a
i
c
,
b
i
c
)

}4
-4

.
n
o
t
e
2
0
0
3
1
0
1
0
.
R
t
の
「
重
回
帰
分
析
」
と
「
多
項
式
回
帰
」
の
二
つ
の
例
に

つ
い
て
，
m
o
d
e
l
c
r
i
tを
用
い
て

R̄
2，

A
IC

,
B
IC
の
そ
れ
ぞ
れ
の
規
準
で
モ
デ
ル
選

択
を
行
い
，
選
択
さ
れ
た
モ
デ
ル
と
そ
の
と
き
の
規
準
値
を
示
せ
．



4
-5

.
X
2
0
0
0
$
xか
ら
適
当
な
項
目
を
選
ん
で
重
回
帰
分
析
を
す
る
．
た
だ
し
説
明
変
数

は
４
個
以
上
と
す
る
．
4
-4
と
同
様
に
３
つ
の
規
準
で
モ
デ
ル
選
択
を
行
い
，
そ
れ
ら
の

結
果
を
比
較
せ
よ
．


