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>
#
#
#
非
心
カ
イ
二
乗
分
布

>
n
<
-

5
;
a

<
-
0
;
z
<
-

m
a
t
r
i
x
(
r
n
o
r
m
(
1
0
0
0
0
*
n
)
+
a
,
n
)

>
x
<
-
a
p
p
l
y
(
z
,
2
,
f
u
n
c
t
i
o
n
(
v
)
s
u
m
(
v
*
v
)
)
;

z
z

<
-
s
e
q
(
0
,
m
a
x
(
x
)
,
l
e
n
g
t
h
=
3
0
0
)

>
h
i
s
t
(
x
,
p
r
o
b
=
T
,
n
c
l
a
s
s
=
3
0
)
;
l
i
n
e
s
(
z
z
,
d
c
h
i
s
q
(
z
z
,
n
,
n
c
p
=
n
*
a
^
2
)
)

>
n
<
-

5
;
a

<
-
1
;
z
<
-

m
a
t
r
i
x
(
r
n
o
r
m
(
1
0
0
0
0
*
n
)
+
a
,
n
)

>
x
<
-
a
p
p
l
y
(
z
,
2
,
f
u
n
c
t
i
o
n
(
v
)
s
u
m
(
v
*
v
)
)
;

z
z

<
-
s
e
q
(
0
,
m
a
x
(
x
)
,
l
e
n
g
t
h
=
3
0
0
)

>
h
i
s
t
(
x
,
p
r
o
b
=
T
,
n
c
l
a
s
s
=
3
0
)
;
l
i
n
e
s
(
z
z
,
d
c
h
i
s
q
(
z
z
,
n
,
n
c
p
=
n
*
a
^
2
)
)

>
n
<
-

5
;
a

<
-
5
;
z
<
-

m
a
t
r
i
x
(
r
n
o
r
m
(
1
0
0
0
0
*
n
)
+
a
,
n
)

>
x
<
-
a
p
p
l
y
(
z
,
2
,
f
u
n
c
t
i
o
n
(
v
)
s
u
m
(
v
*
v
)
)
;

z
z

<
-
s
e
q
(
0
,
m
a
x
(
x
)
,
l
e
n
g
t
h
=
3
0
0
)

>
h
i
s
t
(
x
,
p
r
o
b
=
T
,
n
c
l
a
s
s
=
3
0
)
;
l
i
n
e
s
(
z
z
,
d
c
h
i
s
q
(
z
z
,
n
,
n
c
p
=
n
*
a
^
2
)
)



再
生
性

(
re

p
ro

d
u
c
tiv

ity
)

•
X

1 ∼
N

(a
1
,b

1
),X

2 ∼
N

(a
2
,b

2
);

(互
い
に
独
立

)

X
1
+

X
2 ∼

N
(a

1
+

a
2
,b

1
+

b
2
)

•
X

1 ∼
G

a
(a

1
,s),X

2 ∼
G

a
(a

2
,s);

(互
い
に
独
立

)

X
1
+

X
2 ∼

G
a
(a

1
+

a
2
,s)

•
X

1 ∼
χ
2n
1 ,X

2 ∼
χ
2n
2 ;

(互
い
に
独
立

)

X
1
+

X
2 ∼

χ
2n
1
+

n
2

カ
イ
二
乗
分
布
の
再
生
性
は
以
下
の
よ
う
に
理
解
で
き
る

(Z
21
+

···
+

Z
2n
1 )

+
(Z

2n
1
+

1
+

···Z
2n
1
+

n
2 )

=
Z

21
+

···
+

Z
2n
1
+

n
2

一
般
的
に
は
「
特
性
関
数
」
を
使
っ
て
簡
単
に
証
明
で
き
る

1
3

F
分
布

X
1 ∼

χ
2n
1 ,

X
2 ∼

χ
2n
2
互
い
に
独
立

Y
=

X
1
/
n
1

X
2
/
n
2

こ
の
と
き

Y
は
自
由
度

(n
1
,n

2
)の

F
分
布
に
従
う
．

f
Y
(y

)
=

1

B
(n

1
/2

,n
2
/2

) 
n
1

n
2 

n
1
/2 

1
+

n
1

n
2
y  −

(n
1
+

n
2
)/2

y
n
1
/2−

1

B
(a

,b)
=

Γ
(a

)Γ
(b)

Γ
(a

+
b)

>
n
1
<
-
1
;

n
2
<
-

1
0
;
x
1
<
-

r
c
h
i
s
q
(
1
0
0
0
0
,
n
1
)
;
x
2
<
-

r
c
h
i
s
q
(
1
0
0
0
0
,
n
2
)

>
y
<
-

(
x
1
/
n
1
)
/
(
x
2
/
n
2
)
;

y
y
<
-

s
e
q
(
0
,
m
a
x
(
y
)
,
l
e
n
g
t
h
=
3
0
0
)

1
4

>
h
i
s
t
(
y
,
p
r
o
b
=
T
,
b
r
e
a
k
s
=
1
0
0
)
;
l
i
n
e
s
(
y
y
,
d
f
(
y
y
,
n
1
,
n
2
)
)

>
n
1
<
-
5
;

n
2
<
-

1
0
;
x
1
<
-

r
c
h
i
s
q
(
1
0
0
0
0
,
n
1
)
;
x
2
<
-

r
c
h
i
s
q
(
1
0
0
0
0
,
n
2
)

>
y
<
-

(
x
1
/
n
1
)
/
(
x
2
/
n
2
)
;

y
y
<
-

s
e
q
(
0
,
m
a
x
(
y
)
,
l
e
n
g
t
h
=
3
0
0
)

>
h
i
s
t
(
y
,
p
r
o
b
=
T
,
b
r
e
a
k
s
=
1
0
0
)
;
l
i
n
e
s
(
y
y
,
d
f
(
y
y
,
n
1
,
n
2
)
)

>
n
1
<
-
1
0
;

n
2
<
-
1
0
;

x
1
<
-
r
c
h
i
s
q
(
1
0
0
0
0
,
n
1
)
;

x
2
<
-

r
c
h
i
s
q
(
1
0
0
0
0
,
n
2
)

>
y
<
-

(
x
1
/
n
1
)
/
(
x
2
/
n
2
)
;

y
y
<
-

s
e
q
(
0
,
m
a
x
(
y
)
,
l
e
n
g
t
h
=
3
0
0
)

>
h
i
s
t
(
y
,
p
r
o
b
=
T
,
b
r
e
a
k
s
=
1
0
0
)
;
l
i
n
e
s
(
y
y
,
d
f
(
y
y
,
n
1
,
n
2
)
)

>
n
1
<
-
1
;

n
2
<
-

5
0
;
x
1
<
-

r
c
h
i
s
q
(
1
0
0
0
0
,
n
1
)
;
x
2
<
-

r
c
h
i
s
q
(
1
0
0
0
0
,
n
2
)

>
y
<
-

(
x
1
/
n
1
)
/
(
x
2
/
n
2
)
;

y
y
<
-

s
e
q
(
0
,
m
a
x
(
y
)
,
l
e
n
g
t
h
=
3
0
0
)

>
h
i
s
t
(
y
,
p
r
o
b
=
T
,
b
r
e
a
k
s
=
1
0
0
)
;
l
i
n
e
s
(
y
y
,
d
f
(
y
y
,
n
1
,
n
2
)
)

>
n
1
<
-
5
;

n
2
<
-

5
0
;
x
1
<
-

r
c
h
i
s
q
(
1
0
0
0
0
,
n
1
)
;
x
2
<
-

r
c
h
i
s
q
(
1
0
0
0
0
,
n
2
)

>
y
<
-

(
x
1
/
n
1
)
/
(
x
2
/
n
2
)
;

y
y
<
-

s
e
q
(
0
,
m
a
x
(
y
)
,
l
e
n
g
t
h
=
3
0
0
)

>
h
i
s
t
(
y
,
p
r
o
b
=
T
,
b
r
e
a
k
s
=
1
0
0
)
;
l
i
n
e
s
(
y
y
,
d
f
(
y
y
,
n
1
,
n
2
)
)

>
n
1
<
-
1
0
;

n
2
<
-
5
0
;

x
1
<
-
r
c
h
i
s
q
(
1
0
0
0
0
,
n
1
)
;

x
2
<
-

r
c
h
i
s
q
(
1
0
0
0
0
,
n
2
)

>
y
<
-

(
x
1
/
n
1
)
/
(
x
2
/
n
2
)
;

y
y
<
-

s
e
q
(
0
,
m
a
x
(
y
)
,
l
e
n
g
t
h
=
3
0
0
)

>
h
i
s
t
(
y
,
p
r
o
b
=
T
,
b
r
e
a
k
s
=
1
0
0
)
;
l
i
n
e
s
(
y
y
,
d
f
(
y
y
,
n
1
,
n
2
)
)
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1
5

t分
布

Z
∼

N
(0

,1
),

X
∼

χ
2n

互
い
に
独
立

Y
=

Z
√

X
/
n

こ
の
と
き

Y
は
自
由
度

n
の

t分
布
に
従
う
．

f
Y
(y

)
=

Γ
(
n
+

1
2

)
√

π
n
Γ
(
n2
) 

1
+

x
2n  −

(n
+

1
)/2

な
お

Y
2
は
自
由
度

(1
,n

)の
F
分
布
に
従
う
．

>
#
#
#
t
分
布

>
n
<
-

5
;
z

<
-
r
n
o
r
m
(
1
0
0
0
0
)
;
x

<
-
r
c
h
i
s
q
(
1
0
0
0
0
,
n
)
;

y
<
-

z
/
s
q
r
t
(
x
/
n
)

>
y
y
<
-
s
e
q
(
m
i
n
(
y
)
,
m
a
x
(
y
)
,
l
e
n
g
t
h
=
3
0
0
)

>
h
i
s
t
(
y
,
p
r
o
b
=
T
,
n
c
l
a
s
s
=
5
0
)
;
l
i
n
e
s
(
y
y
,
d
t
(
y
y
,
n
)
)
;
l
i
n
e
s
(
y
y
,
d
n
o
r
m
(
y
y
)
,
c
o
l
=
2
)

1
6

>
n
<
-

1
0
;
z
<
-

r
n
o
r
m
(
1
0
0
0
0
)
;
x

<
-
r
c
h
i
s
q
(
1
0
0
0
0
,
n
)
;

y
<
-

z
/
s
q
r
t
(
x
/
n
)

>
y
y
<
-
s
e
q
(
m
i
n
(
y
)
,
m
a
x
(
y
)
,
l
e
n
g
t
h
=
3
0
0
)

>
h
i
s
t
(
y
,
p
r
o
b
=
T
,
n
c
l
a
s
s
=
5
0
)
;
l
i
n
e
s
(
y
y
,
d
t
(
y
y
,
n
)
)
;
l
i
n
e
s
(
y
y
,
d
n
o
r
m
(
y
y
)
,
c
o
l
=
2
)

>
n
<
-

3
0
;
z
<
-

r
n
o
r
m
(
1
0
0
0
0
)
;
x

<
-
r
c
h
i
s
q
(
1
0
0
0
0
,
n
)
;

y
<
-

z
/
s
q
r
t
(
x
/
n
)

>
y
y
<
-
s
e
q
(
m
i
n
(
y
)
,
m
a
x
(
y
)
,
l
e
n
g
t
h
=
3
0
0
)

>
h
i
s
t
(
y
,
p
r
o
b
=
T
,
n
c
l
a
s
s
=
5
0
)
;
l
i
n
e
s
(
y
y
,
d
t
(
y
y
,
n
)
)
;
l
i
n
e
s
(
y
y
,
d
n
o
r
m
(
y
y
)
,
c
o
l
=
2
)
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モ
デ
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定

1
7

確
率
モ
デ
ル

•
重
回
帰
モ
デ
ル

y
i
=

β
0
+

β
1
x

i1
+

β
2
x

i2
+

···
+

β
p x

ip
+

ε
i ;

i
=

1
,...

,n

ε1
,...

,ε
n ∼

N
(0

,σ
2
)

i.i.d
.

•
共
分
散
行
列

σ
ij

=
c
o
v
(ε

i ,ε
j )

Σ
=

 σ
1
1

...
σ
1
n

...
σ

ij
...

σ
n
1

...
σ

n
n 

と
お
く
と
，

σ
ii

=
σ
2
,

σ
ij

=
0
,

i�=
jで
あ
る
．

Σ
=

σ
2
I

n

1
8

•
ベ
ク
ト
ル
表
現

y
=

 y
1...

y
n 

,
X

=

 1
x
1
1

...
x
1
p

...
...

...
...

1
x

n
1

...
x

n
p 

,
ε
=

 ε1...ε
n 

y
=

X
β

+
ε,

ε∼
N

n
(0

,σ
2
I

n
)

た
だ
し

N
n
(µ

,Σ
)は
多
変
量
正
規
分
布

(平
均
ベ
ク
ト
ル

µ
，
共
分
散
行
列

Σ
)

•
確
率
モ
デ
ル
の
パ
ラ
メ
ー
タ
（
母
数
）

β
0
,β

1
,...

,β
p ,σ

2

1
9



多
変
量
正
規
分
布

•
x
1
,...

,x
n ∼

N
(0

,σ
2
)が
互
い
に
独
立
な
ら

f
n
(x

)
=

f
(x

1
)···f

(x
n
)

=
1

√
(2

π
σ
2
)
n
e
x
p −

n∑i=
1

x
2i

2
σ
2 

=
1

√
(2

π
σ
2
)
n
e
x
p [−

12
x ′(σ

2
I

n
) −

1
x ]

•
平
均
ベ
ク
ト
ル

µ
，
共
分
散
行
列

Σ
の
多
変
量
正
規
分
布

x
∼

N
n
(µ

,Σ
)

f
n
(x

;
µ

,Σ
)
=

(2
π
) −

n
/2|Σ| −

1
/2

e
x
p [−

12
(x

−
µ
) ′Σ

−
1
(x

−
µ
) ]

n
×

n
行
列

Σ
=

(σ
ij )の

成
分

σ
ij は

x
i と

x
j の
共
分
散

•
x
1
,...

,x
n ∼

N
(0

,σ
2
)が
互
い
に
独
立
な
ら

x
∼

N
n
(0

,σ
2
I

n
)

2
0

回
帰
係
数
の
推
定
量
が
従
う
分
布

β̂
=

(X
′X

) −
1
X

′y

=
(X

′X
) −

1
X

′(X
β

+
ε)

=
β

+
(X

′X
) −

1
X

′ε

定
理
：

(多
変
量

)
正
規
分
布
に
従
う
確
率
変
数
を
線
形
変
換
し
て
も
正
規
分
布
に
従
う

E
( β̂

)
=

β
+

(X
′X

) −
1
X

′E
(ε)

=
β

V
( β̂

)
=

E (( β̂
−

β
)( β̂

−
β
) ′ )

=
E [{(X

′X
) −

1
X

′ε }{(X
′X

) −
1
X

′ε }′ ]

=
(X

′X
) −

1
X

′E
(εε ′)X

(X
′X

) −
1

=
σ
2
(X

′X
) −

1

β̂
∼

N
p
+

1
(β

,σ
2
(X

′X
) −

1
)

2
1

Q
R
分
解
と
回
帰
係
数
の
直
交
化

•
Q

R
分
解

X
=

[x
0
,...

,x
p ]

,
Q

=
[q

0
,...

,q
p ]

,
Q

′Q
=

I
p
+

1

X
=

Q
R

,
r
ij

=
0
,i

>
j

•
回
帰
係
数
の
変
数
変
換
：

β
↔

γ

γ
=

R
β

,
γ̂
∼

N
p
+

1
(γ

,σ
2
I

p
+

1
)

E
(γ̂

)
=

E
(R

β̂
)
=

R
E
( β̂

)
=

R
β

=
γ

V
(γ̂

)
=

V
(R

β̂
)
=

E (
R

(β̂
−

β
)(β̂

−
β
) ′R

′ )

=
R

E (
( β̂

−
β
)( β̂

−
β
) ′ )

R
′
=

R
σ
2
(X

′X
) −

1
R

′

=
σ
2
R

(R
′R

) −
1
R

′
=

σ
2
R

R
−
1
R

′−
1
R

′
=

σ
2
I

p
+

1

2
2

Q
R
分
解
と
直
交
補
空
間

X
=

Q
R

Q
=

[q
0
,...

,q
p ]は

n×
(p

+
1
)行
列
．
こ
れ
に
直
交
す
る

q
p
+

1
,...

,q
n−

1
を

用
意
し
て

Q
⊥

=
[q

p
+

1
,...

,q
n−

1
]と
す
る

Q̃
=

[Q
,Q

⊥
]
=

[q
0
,...

,q
n−

1
]は

n
×

n
の
直
交
行
列

Q̃
′Q̃

=


Q

′Q
Q

′Q
⊥

Q
⊥′Q

Q
⊥′Q 

=
I

n
,

Q̃
Q̃

′
=

Q
Q

′+
Q

⊥
Q

⊥′
=

I
n

γ̂
=

Q̃
′y

=


Q

′y
Q

⊥′y 
と

γ̂
を
定
義
し
な
お
す
．

γ̂
i
=

q ′i y
,

i
=

0
,...

,n
−

1

注
意
：

i
=

p
+

1
,...

,n
−

1
の
部
分
は
こ
こ
で
新
た
に
定
義
し
て
い
る
．

2
3

Q
R
分
解
と
回
帰
係
数
の
分
布

モ
デ
ル

(p
)

ŷ
=

X
(X

′X
) −

1
X

′y
=

Q
Q

′y
=

γ̂
0
q
0
+

···
+

γ̂
p q

p

e
=

y
−

ŷ
=

(I
n −

Q
Q

′)y
=

Q
⊥

Q
⊥′y

=
γ̂
p
+

1
q

p
+

1
+

···
+

γ̂
n−

1
q

n−
1

γ̂
∼

N
n
(γ

,σ
2
I

n
)

つ
ま
り

γ̂
0
,...

,γ̂
n−

1
は
平
均

γ
0
,...

,γ
n−

1 ，
分
散

σ
2
の
正
規
分
布
に
し
た
が
う
．

モ
デ
ル

(p
)が
正
し
け
れ
ば

γ
p
+

1
=

···
=

γ
n−

1
=

0

モ
デ
ル

(k
)

ŷ
=

γ̂
0
q
0
+

···
+

γ̂
p q

k

e
=

γ̂
k
+

1
q

k
+

1
+

···
+

γ̂
n−

1
q

n−
1

モ
デ
ル

(k
)が
正
し
け
れ
ば

γ
k
+

1
=

···
=

γ
n−

1
=

0

し
か
し
実
際
に
は
モ
デ
ル

(k
)は
正
し
く
な
い
か
も
し
れ
な
い
．

2
4

残
差
平
方
和

(
re

s
id

u
a
l
s
u
m

o
f
s
q
u
a
re

s
)

•
モ
デ
ル

(k
)

R
S

S
(k

)
=

‖
e
(k

)‖
2

=
γ̂
2k
+

1
+

···+
γ̂
2n−

1

も
し
モ
デ
ル

(k
)が
正
し
け
れ
ば

γ
k
+

1
=

···
=

γ
n−

1
=

0
な
の
で

R
S

S
(k

)/
σ
2∼

χ
2n−

k−
1

一
般
に
は
非
心
度 ∑

ni=
k
+

1
γ
2i
/
σ
2
の
非
心
カ
イ
二
乗
分
布

•
誤
差
分
散
の
不
偏
推
定

(モ
デ
ル

(p
)が
正
し
い
と
仮
定
し
て

)

E
(R

S
S

(p
))

=
σ
2
(n

−
p−

1
)

を
利
用
し
て

σ̂
2

=
R

S
S

(p
)

n
−

p−
1

c
.f.
最
尤
推
定
は

R
S

S
(p

)/
n

2
5

モ
デ
ル

(k
)の
検
定

R
S

S
(k

)−
R

S
S

(p
)

σ
2

=
γ̂
2k
+

1
+

···+
γ̂
2p

σ
2

∼
χ
2p−

k (δ)

δ
=

γ
2k
+

1
+

···+
γ
2p

σ
2

R
S

S
(p

)

σ
2

=
γ̂
2p
+

1
+

···
+

γ̂
2n−

1

σ
2

∼
χ
2n−

p−
1

も
し
モ
デ
ル

(k
)が
正
し
い
，
す
な
わ
ち

δ
=

0
な
ら
ば

F
=

(R
S

S
(k

)−
R

S
S

(p
))/(p−

k
)

R
S

S
(p

)/(n
−

p−
1
)

∼
F

p−
k
,n−

p−
1

も
し

δ
>

0
な
ら
ば

F
分
布
か
ら
予
想
さ
れ
る
よ
り
実
際
の

F
は
大
き
く
な
る
傾
向

確
率
値

(
p
-v

a
lu

e
)
=

P
r{

X
>

F}
,

X
∼

F
p−

k
,n−

p−
1

も
し
確
率
値
が
有
意
水
準

(
5
%

)
よ
り
小
さ
け
れ
ば
仮
説
（
モ
デ
ル
）
を
棄
却

2
6

モ
デ
ル

(0
)の
検
定

F
統
計
量
は

F
=

(R
S

S
(0

)−
R

S
S

(p
))/

p

R
S

S
(p

)/(n
−

p−
1
)

=
γ̂
21
+

···
+

γ̂
2p

γ̂
2p
+

1
+

···
+

γ̂
2n−

1 ×
n
−

p−
1

p

=
R

2

1−
R

2 ×
n
−

p−
1

p

た
だ
し

R
2
は
モ
デ
ル

(p
)の
決
定
係
数
，
す
な
わ
ち
重
相
関
係
数
の
二
乗

R
2

=
γ̂
21
+

···+
γ̂
2p

γ̂
21
+

···
+

γ̂
2n−

1

帰
無
仮
説
（
モ
デ
ル

(0
)）
が
正
し
い
と
き

F
統
計
量
は
自
由
度

(p
,n

−
p−

1
)の

F

分
布
に
従
う

2
7

す
で
に

X
,
yが
準
備
さ
れ
て
い
る
と
し
て

f
<
-
m
y
l
s
f
i
t
(
X
,
y
)

#
回
帰
分
析

r
2
<
-

c
o
r
(
y
,
f
$
p
r
e
d
)
^
2

#
決
定
係
数
の
計
算

f
s
<
-

(
r
2
/
(
1
-
r
2
)
)
*

(
n
r
o
w
(
X
)
-
n
c
o
l
(
X
)
-
1
)
/
n
c
o
l
(
X
)
#

F
統
計
量

p
v
<
-

p
f
(
f
s
,
n
c
o
l
(
X
)
,
n
r
o
w
(
X
)
-
n
c
o
l
(
X
)
-
1
,
l
o
w
e
r
=
F
)

#
確
率
値

得
ら
れ
た

r
2
,

f
s
,
p
v
を

f
$
f
s
u
m
m
a
r
y
の
内
容
と
比
較
し
て
み
よ
．

>
a
x
<
-
c
(
"
E
0
9
5
0
4
"
,
"
A
0
4
1
0
3
0
2
"
,
"
C
0
1
3
0
1
"
,
"
B
0
2
1
0
1
"
)
;

x
<
-
X
2
0
0
0
$
x
[
,
a
x
]

>
a
y
<
-
"
A
0
5
2
0
3
"
;

y
<
-
X
2
0
0
0
$
x
[
,
a
y
]

>
X
2
0
0
0
$
j
i
t
e
m
[
c
(
a
x
,
a
y
)
]

E
0
9
5
0
4

A
0
4
1
0
3
0
2

"最
終
学
歴
が
大
学
・
大
学
院
卒
の
者
の
割
合

"
"未

　婚
　者
　割
　合
［

2
0～

2
4
歳
・
女
］

"

C
0
1
3
0
1

B
0
2
1
0
1

" 県
民
１
人
当
た
り
県
民
所
得

"
"年

　平
　均
　気
　温

"

A
0
5
2
0
3

"合
計
特
殊
出
生
率

"

>
f
<
-

m
y
l
s
f
i
t
(
x
,
y
)

>
f
$
f
s
u
m
m
a
r
y

M
e
a
n

S
u
m
S
q
R

S
q
u
a
r
e
d

F
-
v
a
l
u
e
D
f

1
D
f

2
P
r
(
>
F
)

Y
0
.
0
7
0
6
1
9
2
5

0
.
7
4
3
1
1
7
9

3
0
.
3
7
4
7
8

4
4
2
6
.
6
7
8
2
4
9
e
-
1
2



モ
デ
ル

(p−
1
)の
検
定

•
モ
デ
ル

(p−
1
)が
正
し
い
と
き
，
つ
ま
り

β
p
=

0
の
と
き
，
次
の

F
統
計
量
は
自

由
度

(1
,n

−
p−

1
)の

F
分
布
に
従
う
．

F
=

(R
S

S
(p−

1
)−

R
S

S
(p

))

R
S

S
(p

)/(n
−

p−
1
)

=
γ̂
2p

σ̂
2

•
(X

′X
) −

1
の
一
番
右
下
の
要
素
を

a
と
お
く
と

β̂
p
∼

N
(β

p ,σ
2
a
)．
し
た
が
っ

て
次
の

t統
計
量
は
自
由
度

n
−

p−
1
の

t分
布
に
従
う
．

t
=

β̂
p

σ̂ √
a

•
r
p
p
=

±
1
/ √

a，
γ̂
p
=

r
p
p β̂

p の
関
係
が
あ
る
の
で
，

F
=

r
2p
p β̂

2p

σ̂
2

=
t 2

2
8

す
で
に

X
,
yが
準
備
さ
れ
て
い
る
と
し
て

X
1
<
-

c
b
i
n
d
(
1
,
X
)

#
定
数
項
の
列
を
加
え
る

a
<
-
d
i
a
g
(
s
o
l
v
e
(
t
(
X
1
)

%
*
%
X
1
)
)

#
す
べ
て
の
回
帰
係
数
の
「
a」

1
/
s
q
r
t
(
a
)

#
こ
の
最
後
の
要
素
と

R
行
列
の
右
下
の
要
素
は
符
号
を
除
い
て
等
し
い

q
r
.
R
(
q
r
(
X
1
)
)
#

R
行
列

f
<
-
m
y
l
s
f
i
t
(
X
,
y
)

#
回
帰
分
析

s
2
<
-

s
u
m
(
f
$
r
e
s
i
d
^
2
)
/
(
n
r
o
w
(
X
)
-
n
c
o
l
(
X
)
-
1
)

#
残
差
の
分
散
の
推
定

t
s
<
-

f
$
c
o
e
f
/
s
q
r
t
(
s
2
*
a
)
#
す
べ
て
の
回
帰
係
数
の

t
統
計
量

p
v
<
-

p
t
(
a
b
s
(
t
s
)
,
n
r
o
w
(
X
)
-
n
c
o
l
(
X
)
-
1
,
l
o
w
e
r
=
F
)
*
2

#
確
率
値

得
ら
れ
た

t
s
,

p
v
を

f
$
t
s
u
m
m
a
r
y
の
内
容
と
比
較
し
て
み
よ
．

E
s
t
i
m
a
t
e

S
t
d
.
E
r
r

t
-
v
a
l
u
e

P
r
(
>
|
t
|
)

I
n
t
e
r
c
e
p
t

3
.
6
3
6
1
1
8
e
+
0
0

6
.
1
0
8
1
4
0
e
-
0
1

5
.
9
5
2
9
0
5
2

4
.
6
4
2
5
1
9
e
-
0
7

E
0
9
5
0
4

-
1
.
6
5
5
6
5
9
e
-
0
2
6
.
5
7
0
3
5
4
e
-
0
3
-
2
.
5
1
9
8
9
3
2

1
.
5
6
2
8
5
7
e
-
0
2

A
0
4
1
0
3
0
2

-
2
.
7
2
7
5
0
0
e
-
0
2
7
.
4
3
8
5
1
6
e
-
0
3
-
3
.
6
6
6
7
2
6
2

6
.
8
5
0
3
5
1
e
-
0
4

C
0
1
3
0
1

1
.
2
2
8
9
6
0
e
-
0
5

4
.
6
3
5
6
6
5
e
-
0
5

0
.
2
6
5
1
0
9
8

7
.
9
2
2
2
1
7
e
-
0
1

B
0
2
1
0
1

2
.
0
1
2
5
1
1
e
-
0
2

5
.
0
9
8
1
6
1
e
-
0
3

3
.
9
4
7
5
2
4
5

2
.
9
5
1
8
4
8
e
-
0
4

信
頼
領
域

2
9

回
帰
係
数
の
線
形
変
換
の
分
布

β̂
∼

N
p
+

1
(β

,σ
2
(X

′X
) −

1
)

任
意
の

a×
(p

+
1
)
行
列

A
を
使
っ
てŵ

=
A

β̂

の
平
均
と
分
散
は

E
(ŵ

)
=

E
(A

β̂
)
=

A
E
( β̂

)
=

A
β

V
(ŵ

)
=

E {(ŵ
−

E
(ŵ

))(ŵ
−

E
(ŵ

)) ′ }

=
E {

A
( β̂

−
β
)( β̂

−
β
) ′A

′ }
=

σ
2
A

(X
′X

) −
1
A

′

と
く
に

X
=

Q
R
と

Q
R
分
解
し
て

A
=

R
，

γ
=

R
β
と
お
く
と

R
(X

′X
) −

1
R

′
=

R
(R

′R
) −

1
R

′
=

R
R

−
1
(R

′) −
1
R

′
=

I
p
+

1

γ̂
−

γ

σ
=

R
( β̂

−
β
)

σ
∼

N
p
+

1
(0

,I
p
+

1
)

3
0

数
値
例

セ
ッ
シ
ョ
ン
フ
ァ
イ
ル

e
d
u
:
~
s
h
i
m
o
/
c
l
a
s
s
/
g
a
k
u
b
u
2
0
0
2
0
9
/
n
o
t
e
2
0
0
2
1
1
1
8
.
R
t

>
#
#
シ
ミ
ュ
レ
ー
シ
ョ
ン
デ
ー
タ
の
準
備

>
n
<
-

3
0

#
デ
ー
タ
数

n
=

3
0

>
B
<
-

1
0
0
0
0
#
シ
ミ
ュ
レ
ー
シ
ョ
ン
数

B
=
1
0
0
0
0

>
x
<
-

r
u
n
i
f
(
n
,
m
i
n
=
0
,
m
a
x
=
5
)

#
x
~

U
(
0
,
5
)
を

n
個
生
成

>
y
<
-

x
#
理
論
式
を

y
=

x
と
す
る

>
s
d
0
<
-
1

>
e
e
<
-
m
a
t
r
i
x
(
r
n
o
r
m
(
n
*
B
,
m
e
a
n
=
0
,
s
d
=
s
d
0
)
,
n
)
#
誤
差
を

N
(
0
,
1
)
と
す
る
．

>
y
y

<
-

y
+

e
e

#
y

=
x
+

e

>
#
#

Q
R
分
解

>
x
1
<
-
c
b
i
n
d
(
1
,
x
)

#
デ
ー
タ
行
列

>
q
1
<
-
q
r
(
x
1
)

>
Q
1
<
-
q
r
.
Q
(
q
1
)

#
Q
行
列

>
R
1
<
-
q
r
.
R
(
q
1
)

#
R
行
列

>
I
R
1
<
-
s
o
l
v
e
(
R
1
)

#
R
の
逆
行
列

>
#
#
真
の
係
数

3
1

>
b
0
<
-
c
(
0
,
1
)

#
真
の
回
帰
係
数

>
g
0
<
-
R
1

%
*
%
b
0
#
真
の
直
交
化
し
た
回
帰
係
数

>
#
#
回
帰
係
数
の
推
定

>
g
g
<
-
t
(
Q
1
)

%
*
%
y
y

#
直
交
化
し
た
係
数
γ
の
推
定

>
b
b
<
-
I
R
1

%
*
%
g
g
#
回
帰
係
数
β
の
推
定

>
#
#
最
初
の
デ
ー
タ
セ
ッ
ト

>
r
o
u
n
d
(
r
b
i
n
d
(
x
,
y
y
[
,
1
]
)
,
2
)

[
,
1
]

[
,
2
]

[
,
3
]

[
,
4
]

[
,
5
]

[
,
6
]

[
,
7
]

[
,
8
]

[
,
9
]

[
,
1
0
]

[
,
1
1
]

[
,
1
2
]

[
,
1
3
]
[
,
1

x
1
.
9
8

0
.
1
3

0
.
8
6

0
.
3
1

4
.
4
5

0
.
1
9

2
.
8
9

2
.
6
0

2
.
9
7

4
.
3
4

3
.
6
2

4
.
7
9

3
.
0
7

4
.

1
.
6
7

2
.
2
8

-
1
.
3
1
-
0
.
8
9

3
.
6
6

-
0
.
8
3

3
.
5
3

1
.
1
5

4
.
1
0

4
.
9
5

5
.
7
5

3
.
8
7

3
.
8
6

4
.

[
,
1
5
]
[
,
1
6
]

[
,
1
7
]

[
,
1
8
]

[
,
1
9
]

[
,
2
0
]
[
,
2
1
]

[
,
2
2
]

[
,
2
3
]

[
,
2
4
]

[
,
2
5
]

[
,
2
6
]
[
,
2

x
2
.
7
8

4
.
2
7

1
.
9
7

3
.
9
0

2
.
5
5

0
.
2
1

1
.
9
5

3
.
7
9

3
.
6
9

2
.
6
8

0
.
6
0

1
.
5
0

1
.

4
.
3
3

4
.
2
9

1
.
8
0

3
.
6
5

2
.
2
1

-
0
.
8
5

2
.
7
9

4
.
1
5

2
.
6
5

-
0
.
1
0

0
.
3
5

2
.
4
7

1
.

[
,
2
8
]
[
,
2
9
]

[
,
3
0
]

x
2
.
5
9

0
.
7
9

3
.
8
8

4
.
0
7

1
.
0
4

4
.
1
9

>
b
b
[
,
1
]

x

-
0
.
2
2
6
8
9
4
0

1
.
0
8
0
2
0
0
4

>
#
#
２
番
目
の
デ
ー
タ
セ
ッ
ト

>
r
o
u
n
d
(
r
b
i
n
d
(
x
,
y
y
[
,
2
]
)
,
2
)

[
,
1
]

[
,
2
]

[
,
3
]

[
,
4
]

[
,
5
]

[
,
6
]

[
,
7
]

[
,
8
]

[
,
9
]

[
,
1
0
]

[
,
1
1
]

[
,
1
2
]

[
,
1
3
]

[
,
1
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=
√

a ′(X
′X

) −
1
a

C
∗1−

α
w

(β̂
,σ̂

2
)
=


w

:|w
−

ŵ|≤
‖
b‖

σ̂ √
(p

+
1
)F

(α
)

p
+

1
,n−

p−
1 

3
9

回
帰
係
数
の
線
形
結
合
の
信
頼
区
間

w
=

a ′β
=

b ′γ

ŵ
=

a ′β̂
=

b ′γ̂
∼

N
(b ′γ

,σ
2‖

b‖
2
)

‖
ŵ

−
w‖

2

σ̂
2‖

b‖
2

∼
F
1
,n−

p−
1
,

ŵ
−

w

σ̂‖
b‖

∼
tn−

p−
1

C
1−

α
w

( β̂
,σ̂

2
)
=


w

:|w
−

ŵ|≤
‖
b‖

σ̂ √
F

(α
)

1
,n−

p−
1 

P
r {

w
∈

C
1−

α
w

(β̂
,σ̂

2
) }

=
1−

α

4
0

回
帰
直
線

(曲
面

)
の
信
頼
領
域

x ′β

s
2

=
σ̂
2
x ′(X

′X
) −

1
x

C
∗1−

α
x ′β

( β̂
,σ̂

2
)
=


x ′β

:|x ′β
−

x ′β̂|≤
s √

(p
+

1
)F

(α
)

p
+

1
,n−

p−
1 

C
1−

α
x ′β

( β̂
,σ̂

2
)
=


x ′β

:|x ′β
−

x ′β̂|≤
s √

F
(α

)
1
,n−

p−
1 

C
1−

α
x ′β

( β̂
,σ̂

2
)⊂

C
∗1−

α
x ′β

( β̂
,σ̂

2
)

P
r {

x ′β
∈

C
∗1−

α
x ′β

( β̂
,σ̂

2
),∀

x }
=

1−
α

P
r {

x ′β
∈

C
1−

α
x ′β

( β̂
,σ̂

2
) }

=
1−

α
,

∀
x

4
1

数
値
例

>
#
#
回
帰
直
線
の
信
頼
領
域

(最
初
の
デ
ー
タ
セ
ッ
ト
）

>
s
s
[
1
]
/
(
n
-
l
e
n
g
t
h
(
b
0
)
)
#
誤
差
分
散
の
推
定

[
1
]
1
.
3
9
6
6
4
6

>
j
x
<
-
s
e
q
(
m
i
n
(
x
)
,
m
a
x
(
x
)
,
l
e
n
g
t
h
=
3
0
0
)
#

x
の
範
囲
を
等
分
割

>
j
x
1
<
-
c
b
i
n
d
(
1
,
j
x
)

>
j
y
<
-
j
x
1

%
*
%
b
b
[
,
1
]
#
回
帰
直
線
の

y
の
計
算

>
j
s
s
<
-
a
p
p
l
y
(
j
x
1

%
*
%
I
R
1
,
1
,
f
u
n
c
t
i
o
n
(
v
)
s
u
m
(
v
*
v
)
)

>
j
s
<
-
s
q
r
t
(
j
s
s
*
s
s
[
1
]
/
(
n
-
l
e
n
g
t
h
(
b
0
)
)
)

#
y
の
標
準
誤
差

>
a
1
<
-
s
q
r
t
(
l
e
n
g
t
h
(
b
0
)
*
q
f
(
0
.
9
5
,
l
e
n
g
t
h
(
b
0
)
,
n
-
l
e
n
g
t
h
(
b
0
)
)
)

#
同
時
信
頼
区
間

>
a
1

[
1
]
2
.
5
8
4
7
1
9

>
a
2
<
-
s
q
r
t
(
q
f
(
0
.
9
5
,
1
,
n
-
l
e
n
g
t
h
(
b
0
)
)
)
#
信
頼
区
間

>
a
2

[
1
]
2
.
0
4
8
4
0
7

>
#
#
散
布
図
に
回
帰
直
線
と
信
頼
区
間
を
書
く

>
p
l
o
t
(
x
,
y
y
[
,
1
]
)
#
デ
ー
タ

>
a
b
l
i
n
e
(
b
b
[
,
1
]
)
#
回
帰
直
線

>
l
i
n
e
s
(
j
x
,
j
y
+
j
s
*
a
1
,
c
o
l
=
2
,
l
w
d
=
2
)
#
　
9
5
%同
時
信
頼
区
間

(上
限
)

4
2

>
l
i
n
e
s
(
j
x
,
j
y
-
j
s
*
a
1
,
c
o
l
=
2
,
l
w
d
=
2
)
#
　
9
5
%同
時
信
頼
区
間

(下
限
)

>
l
i
n
e
s
(
j
x
,
j
y
+
j
s
*
a
2
,
c
o
l
=
4
,
l
t
y
=
2
,
l
w
d
=
2
)

#
9
5
% 信
頼
区
間

(上
限
)

>
l
i
n
e
s
(
j
x
,
j
y
-
j
s
*
a
2
,
c
o
l
=
4
,
l
t
y
=
2
,
l
w
d
=
2
)

#
9
5
%信
頼
区
間

(下
限
)

0
1

2
3

4

−1 0 1 2 3 4 5 6

x

yy[, 1]

>
#
#
同
時
信
頼
区
間
と
普
通
の
信
頼
区
間
の
違
い

>
j
y
y
<
-
j
x
1
%
*
%

b
b
#
回
帰
直
線
の

y
の
計
算
を

x
の
３
０
０
点
に
つ
い
て
計
算

>
d
i
m
(
j
y
y
)

[
1
]

3
0
0
1
0
0
0
0

>
j
d
d
<
-
a
b
s
(
j
y
y

-
j
x
)
#
真
の
回
帰
直
線
と
の
差
の
絶
対
値

>
j
s
s
s

<
-
s
q
r
t
(
j
s
s
%
*
%
t
(
s
s
)
/
(
n
-
l
e
n
g
t
h
(
b
0
)
)
)

#
y
の
標
準
誤
差

>
d
i
m
(
j
s
s
s
)

[
1
]

3
0
0
1
0
0
0
0

>
s
u
m
(
a
p
p
l
y
(
j
d
d
<
=
j
s
s
s
*
a
1
,
2
,
a
l
l
)
)
/
1
0
0
0
0

#
同
時
信
頼
区
間
は
す
べ
て
の

x
で
同
時

[
1
]
0
.
9
5
5

>
s
u
m
(
a
p
p
l
y
(
j
d
d
<
=
j
s
s
s
*
a
2
,
2
,
a
l
l
)
)
/
1
0
0
0
0

#
普
通
の
信
頼
区
間
は
同
時
で
は
な
い

[
1
]
0
.
8
6
8
8

>
s
u
m
(
j
d
d
<
=
j
s
s
s
*
a
1
)
/
(
3
0
0
*
1
0
0
0
0
)

#
同
時
信
頼
区
間
は
各

x
を
個
別
に
見
る
と
保
守
的

[
1
]
0
.
9
8
4
9
6
3
3

>
s
u
m
(
j
d
d
<
=
j
s
s
s
*
a
2
)
/
(
3
0
0
*
1
0
0
0
0
)

#
普
通
の
信
頼
区
間
は
各

x
を
個
別
に
見
る
と
Ｏ
Ｋ

[
1
]
0
.
9
5
0
9
1
2
7

>
#
#
散
布
図
５

>
a
<
-

(
1
:
1
0
0
)
[
a
p
p
l
y
(
j
d
d
[
,
1
:
1
0
0
]
>

j
s
s
s
[
,
1
:
1
0
0
]
*
a
1
,
2
,
a
n
y
)
]

>
a

[
1
]
2
9

4
2
4
3
5
3

5
5
6
1

8
1

>
p
l
o
t
(
0
,
0
,
x
l
i
m
=
c
(
0
,
5
)
,
y
l
i
m
=
c
(
0
,
5
)
,
t
y
p
e
=
"
n
"
,
x
l
a
b
=
"
x
"
,
y
l
a
b
=
"
y
"
)

>
f
o
r
(
k
i
n

1
:
1
0
0
)
{

#
最
初
の
１
０
０
デ
ー
タ
セ
ッ
ト

+
l
i
n
e
s
(
j
x
,
j
y
y
[
,
k
]
+
j
s
s
s
[
,
k
]
*
a
1
,
c
o
l
=
3
,
l
w
d
=
1
)

#
　
9
5
%同
時
信
頼
区
間

(上
限
）

+
l
i
n
e
s
(
j
x
,
j
y
y
[
,
k
]
-
j
s
s
s
[
,
k
]
*
a
1
,
c
o
l
=
3
,
l
w
d
=
1
)

#
　
9
5
%同
時
信
頼
区
間

(下
限
）

+
}

>
f
o
r
(
k
i
n

a
)
{

#
　同
時
信
頼
区
間
が
真
の
回
帰
直
線
を
含
ま
な
い
も
の

+
l
i
n
e
s
(
j
x
,
j
y
y
[
,
k
]
+
j
s
s
s
[
,
k
]
*
a
1
,
c
o
l
=
2
,
l
w
d
=
2
)

+
l
i
n
e
s
(
j
x
,
j
y
y
[
,
k
]
-
j
s
s
s
[
,
k
]
*
a
1
,
c
o
l
=
4
,
l
w
d
=
2
)

+
}

>
a
b
l
i
n
e
(
b
0
,
l
w
d
=
4
)
#
真
の
回
帰
直
線
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x

y

演
習
問
題

3
-1

.
平
均
ベ
ク
ト
ル
と
共
分
散
行
列
が
次
の
よ
う
に
与
え
ら
れ
る
２
次
元
正
規
分
布
に

従
う
確
率
変
数

x
を

1
0
0
0
0
個
生
成
し
，
サ
イ
ズ

2
×

1
0
0
0
0
の
行
列
に
代
入
せ
よ
．

ま
た
，

x
の
散
布
図
を

p
lo

t
関
数
を
用
い
て
描
い
て
み
よ
．

µ
=

 1
0

2
0 

,
Σ

=


1

0
.5

0
.5

2 

ヒ
ン
ト
：
コ
レ
ス
キ
ー
分
解

Σ
=

R
′R
と

z
∼

N
2
(0

,I
2
)か
ら

x
=

R
′z

+
µ

と
書
け
る
．

3
-2

.
上
記
の
確
率
変
数
の
成
分
の
和

y
=

x
1

+
x
2
の
ヒ
ス
ト
グ
ラ
ム
を

h
i
s
t
(
y
,
p
r
o
b
=
T
)
な
ど
を
使
っ
て
書
き
，
そ
こ
に

y
の
確
率
密
度
関
数
の
理
論
曲
線
を

重
ね
合
わ
せ
て
表
示
せ
よ
．

3
-3

.
適
当
な
自
由
度
の
カ
イ
二
乗
分
布
に
従
う
確
率
変
数
を
２
種
類
以
上
生
成
し
，
そ

れ
ら
の
和
が
再
び
カ
イ
二
乗
分
布
に
な
る
こ
と
を
ヒ
ス
ト
グ
ラ
ム
と
確
率
密
度
関
数
の
理

4
3

論
曲
線
を
使
っ
て
例
示
せ
よ
．

3
-4

.
ま
ず
次
の
よ
う
に
デ
ー
タ

(x
i ,y

i ),i
=

1
,...

,n
を
生
成
し
，
こ
れ
に
３
次

の
多
項
式
回
帰
モ
デ
ル
を
当
て
は
め
推
定
し
た
回
帰
係
数
を
示
せ
．
デ
ー
タ
の
散
布
図
に

推
定
し
た
曲
線
を
重
ね
て
表
示
せ
よ
．

n
<
-

3
0

#
デ
ー
タ
数

n
=

3
0

x
<
-
r
u
n
i
f
(
n
,
m
i
n
=
-
3
,
m
a
x
=
3
)

#
x

~
U
(
-
3
,
3
)
を

n
個
生
成

y
<
-
3

+
2
*
x
+

x
^
2
#
理
論
式
を

y
=

3
+
2
x

+
x
^
2
　と
す
る

y
<
-
y

+
r
n
o
r
m
(
n
,
m
e
a
n
=
0
,
s
d
=
1
)

#
誤
差
を

N
(
0
,
1
)
と
す
る
．

3
-5

.
上
記
の
デ
ー
タ
に
つ
い
て
決
定
係
数

R
2
を
計
算
せ
よ
．「
モ
デ
ル

(0
)の
検
定
」

を
行
い
，
そ
の

F
統
計
量
と
確
率
値
を
示
せ
．
そ
れ
を

f
$
f
s
u
m
m
a
r
y
と
比
較
せ
よ
．

3
-6

.
上
記
の
デ
ー
タ
に
つ
い
て
す
べ
て
の
回
帰
係
数
の
有
意
性
を
検
定
せ
よ
．

t統
計

量
と
確
率
値
を
示
せ
．
そ
れ
を

f
$
t
s
u
m
m
a
r
y
と
比
較
せ
よ
．

3
-7

.
信
頼
領
域
の
計
算
で
用
い
た

r
1
(p

)
=

√
(p

+
1
)F

(α
)

p
+

1
,n−

p−
1
,

r
2
(p

)
=

√
F

(α
)

1
,n−

p−
1

に
つ
い
て

n
=

3
0
,α

=
0
.0

5
と
お
き
，

r
1
(p

)と
r
2
(p

)を
p
=

0
,1

,...
,1

0
の

範
囲
で
計
算
せ
よ
．

r
1
(p

)と
r
2
(p

)の
比
較
を
し
て
違
い
を
述
べ
よ
．
そ
れ
は
回
帰
直

線
(曲
面

)
の
信
頼
領
域
に
つ
い
て
ど
の
よ
う
な
結
果
を
も
た
ら
す
か

?

3
-8

.
雪
日
数

(
B
0
2
3
0
4
)を

x
,
最
高
気
温

(
B
0
2
1
0
2
)を

y
と
す
る
多
項
式
回
帰

分
析
を
次
数

p
=

1
,2

,3
に
つ
い
て
行
え
．
そ
れ
ぞ
れ
の
次
数
に
つ
い
て

x
,y
の
散
布

図
上
に
推
定
し
た
回
帰
直
線
（
曲
線
）
と
そ
の

9
5
%
同
時
信
頼
区
間
お
よ
び

9
5
%
信

頼
区
間
を
重
ね
て
描
け
．


