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概
要

線
形
代
数
の
復
習

•
行
列
，
ベ
ク
ト
ル
の
操
作

•
内
積
と
直
交
性

•
射
影

•
行
列
の
分
解

•
一
般
逆
行
列
と
射
影

こ
れ
ら
の
線
形
代
数
の
知
識
を
回
帰
分
析
や
主
成
分
分
析
で
用
い
る

2

行
列
，
ベ
ク
ト
ル
の
操
作

3

行
列

A
=

 a
1
1

...
a
1
p

·
·

·
a

ij
·

·
·

a
n
1

...
a

n
p 



n

︸
︷︷

︸
p

A
=

 a
(1

)

···
a
(n

) 
=

[a
1
,...

,a
p ]

a
(i)は

行
ベ
ク
ト
ル
，

a
j は
列
ベ
ク
ト
ル

4

セ
ッ
シ
ョ
ン
フ
ァ
イ
ル

e
d
u
:
~
s
h
i
m
o
/
c
l
a
s
s
/
g
a
k
u
b
u
2
0
0
2
0
9
/
n
o
t
e
2
0
0
2
0
9
2
2
.
R
t

>
A
<
-

m
a
t
r
i
x
(
1
:
1
5
,
5
)

#
5
x
3
行
列

>
A

[
,
1
]

[
,
2
]

[
,
3
]

[
1
,
]

1
6

1
1

[
2
,
]

2
7

1
2

[
3
,
]

3
8

1
3

[
4
,
]

4
9

1
4

[
5
,
]

5
1
0

1
5

>
A
[
2
,
]

#
行
ベ
ク
ト
ル
の
取
り
出
し

[
1
]

2
7

1
2

>
A
[
,
2
]

#
列
ベ
ク
ト
ル
の
取
り
出
し

[
1
]

6
7

8
9

1
0

>
A
[
2
,
,
d
r
o
p
=
F
]

#
行
ベ
ク
ト
ル
の
取
り
出
し
（

1
x
3
行
列
）

[
,
1
]

[
,
2
]

[
,
3
]

[
1
,
]

2
7

1
2

>
A
[
,
2
,
d
r
o
p
=
F
]

#
列
ベ
ク
ト
ル
の
取
り
出
し
（

5
x
1
行
列
）

[
,
1
]

[
1
,
]

6

[
2
,
]

7

[
3
,
]

8

[
4
,
]

9

[
5
,
]

1
0

>
A
[
3
:
4
,
2
:
3
]

#
2
x
2
部
分
行
列
の
取
り
出
し

[
,
1
]

[
,
2
]

[
1
,
]

8
1
3

[
2
,
]

9
1
4

>
B
<
-

A
#

A
を

B
に
コ
ピ
ー

>
B
[
2
,
2
]
<
-

-
1

#
(
2
,
2
)
要
素
に
-
1
を
代
入

>
B

[
,
1
]

[
,
2
]

[
,
3
]

[
1
,
]

1
6

1
1

[
2
,
]

2
-
1

1
2

[
3
,
]

3
8

1
3

[
4
,
]

4
9

1
4

[
5
,
]

5
1
0

1
5

>
B
[
2
,
]
<
-

1
0
1
:
1
0
3

#
行
ベ
ク
ト
ル
の
代
入

>
B

[
,
1
]

[
,
2
]

[
,
3
]

[
1
,
]

1
6

1
1

[
2
,
]

1
0
1

1
0
2

1
0
3

[
3
,
]

3
8

1
3

[
4
,
]

4
9

1
4

[
5
,
]

5
1
0

1
5

>
B
[
,
2
]
<
-

-
1
:
-
5

#
列
ベ
ク
ト
ル
の
代
入

>
B

[
,
1
]

[
,
2
]

[
,
3
]

[
1
,
]

1
-
1

1
1

[
2
,
]

1
0
1

-
2

1
0
3

[
3
,
]

3
-
3

1
3

[
4
,
]

4
-
4

1
4

[
5
,
]

5
-
5

1
5

>
v
<
-

1
:
3
#
３
次
元
ベ
ク
ト
ル

>
v

[
1
]
1

2
3

>
a
s
.
m
a
t
r
i
x
(
v
)
#

3
x
1
行
列
と
み
な
す

[
,
1
]

[
1
,
]

1

[
2
,
]

2

[
3
,
]

3

行
列
と
ベ
ク
ト
ル
の
転
置

A
′
=

 a
1
1

...
a

n
1

...
...

a
1
p

...
a

n
p 


p

︸
︷︷

︸
n

v ′
=

 v
1...

v
n  ′

=
[v

1
,...

,v
n
]

>
t
(
A
)[
,
1
]

[
,
2
]

[
,
3
]

[
,
4
]

[
,
5
]

[
1
,
]

1
2

3
4

5

[
2
,
]

6
7

8
9

1
0

[
3
,
]

1
1

1
2

1
3

1
4

1
5

>
t
(
a
s
.
m
a
t
r
i
x
(
v
)
)

[
,
1
]

[
,
2
]

[
,
3
]

[
1
,
]

1
2

3
5



行
列
の
積

A
n
×

k
B

k×
m

=
C

n
×

m

A
n
×

k
v

k×
1

=
u

n
×

1

>
A
1
<
-
m
a
t
r
i
x
(
1
:
6
,
3
)

#
3
x
2
行
列

>
A
1

[
,
1
]

[
,
2
]

[
1
,
]

1
4

[
2
,
]

2
5

[
3
,
]

3
6

>
A
2
<
-
m
a
t
r
i
x
(
7
:
1
4
,
2
)

#
2
x
4
行
列

>
A
2

[
,
1
]

[
,
2
]

[
,
3
]

[
,
4
]

6

[
1
,
]

7
9

1
1

1
3

[
2
,
]

8
1
0

1
2

1
4

>
A
1
%
*
%
A
2

-
>
A
3

#
3
x
4
行
列

>
A
3

[
,
1
]

[
,
2
]

[
,
3
]

[
,
4
]

[
1
,
]

3
9

4
9

5
9

6
9

[
2
,
]

5
4

6
8

8
2

9
6

[
3
,
]

6
9

8
7

1
0
5

1
2
3

>
v
1

<
-

1
:
2

#
2
次
元
ベ
ク
ト
ル

>
A
1

[
,
1
]

[
,
2
]

[
1
,
]

1
4

[
2
,
]

2
5

[
3
,
]

3
6

>
A
1
%
*
%
a
s
.
m
a
t
r
i
x
(
v
1
)

#
3
x
2
行
列
　
*

2
x
1
行
列

=
3
x
1
行
列

[
,
1
]

[
1
,
]

9

[
2
,
]

1
2

[
3
,
]

1
5

>
A
1
%
*
%
v
1

#
ベ
ク
ト
ル
は
自
動
的
に
列
ベ
ク
ト
ル
と
み
な
さ
れ
る

[
,
1
]

[
1
,
]

9

[
2
,
]

1
2

[
3
,
]

1
5

>
v
2
<
-
1
:
3

>
a
s
.
m
a
t
r
i
x
(
v
2
)
%
*
%
A
1

#
3
x
1
行
列

*
3
x
2
行
列
　は
エ
ラ
ー

E
r
r
o
r

i
n
a
s
.
m
a
t
r
i
x
(
v
2
)
%
*
%

A
1
:

n
o
n
-
c
o
n
f
o
r
m
a
b
l
e
a
r
g
u
m
e
n
t
s

>
t
(
a
s
.
m
a
t
r
i
x
(
v
2
)
)
%
*
%
A
1

#
1
x
3
行
列

*
3
x
2
行
列

=
1
x
2
行
列

[
,
1
]

[
,
2
]

[
1
,
]

1
4

3
2

>
v
2
%
*
%
A
1

#
ベ
ク
ト
ル
は
自
動
的
に
行
ベ
ク
ト
ル
と
み
な
さ
れ
る

[
,
1
]

[
,
2
]

[
1
,
]

1
4

3
2

>
v
2
%
*
%
v
2

#
自
動
的
に

1
x
3
行
列

*
3
x
1
行
列
と
み
な
さ
れ
る

[
,
1
]

[
1
,
]

1
4

>
v
2
*

v
2

#
成
分
毎
に
掛
け
算

[
1
]
1

4
9

>
s
u
m
(
v
2
*

v
2
)
#

s
u
m
(
)
は
要
素
の
和
を
求
め
る
関
数

[
1
]
1
4

>
1
:
8
*
1
:
2

#
成
分
毎
に
掛
け
算
，
短
い
ほ
う
は
繰
り
返
し
用
い
ら
れ
る

[
1
]

1
4

3
8

5
1
2

7
1
6

>
r
e
p
(
1
:
2
,
4
)
#

1
:
2
を
４
回
繰
り
返
す

[
1
]
1

2
1

2
1
2

1
2

>
1
:
8
*
r
e
p
(
1
:
2
,
4
)

#
=
1
:
8

*
1
:
2

[
1
]

1
4

3
8

5
1
2

7
1
6

>
A
2

[
,
1
]

[
,
2
]

[
,
3
]

[
,
4
]

[
1
,
]

7
9

1
1

1
3

[
2
,
]

8
1
0

1
2

1
4

>
v
1

[
1
]
1

2

>
A
2
*

v
1
#
や
は
り
成
分
毎
に
掛
け
算
，
v
1
は
繰
り
返
し
用
い
ら
れ
て
い
る
．

[
,
1
]

[
,
2
]

[
,
3
]

[
,
4
]

[
1
,
]

7
9

1
1

1
3

[
2
,
]

1
6

2
0

2
4

2
8

特
殊
な
ベ
ク
ト
ル
，
行
列

1
n

=

 1···1 



n

I
n

=

 1
0

...
0

1 


n

︸
︷︷

︸
n

7

>
r
e
p
(
1
,
5
)

#
成
分
が
す
べ
て

1
の

5
次
元
ベ
ク
ト
ル

[
1
]
1

1
1

1
1

>
a
s
.
m
a
t
r
i
x
(
r
e
p
(
1
,
5
)
)

#
5
x
1
行
列

[
,
1
]

[
1
,
]

1

[
2
,
]

1

[
3
,
]

1

[
4
,
]

1

[
5
,
]

1

>
d
i
a
g
(
5
)

#
5
x
5
単
位
行
列

[
,
1
]

[
,
2
]

[
,
3
]

[
,
4
]

[
,
5
]

[
1
,
]

1
0

0
0

0

[
2
,
]

0
1

0
0

0

[
3
,
]

0
0

1
0

0

[
4
,
]

0
0

0
1

0

[
5
,
]

0
0

0
0

1

対
角
行
列
と
対
角
成
分

>
d
i
a
g
(
1
:
5
)

#
1
:
5
を
対
角
成
分
と
す
る

5
x
5
行
列

[
,
1
]

[
,
2
]

[
,
3
]

[
,
4
]

[
,
5
]

[
1
,
]

1
0

0
0

0

[
2
,
]

0
2

0
0

0

[
3
,
]

0
0

3
0

0

[
4
,
]

0
0

0
4

0

[
5
,
]

0
0

0
0

5

>
m
a
t
r
i
x
(
1
:
2
5
,
5
)

[
,
1
]

[
,
2
]

[
,
3
]

[
,
4
]

[
,
5
]

[
1
,
]

1
6

1
1

1
6

2
1

[
2
,
]

2
7

1
2

1
7

2
2

[
3
,
]

3
8

1
3

1
8

2
3

[
4
,
]

4
9

1
4

1
9

2
4

[
5
,
]

5
1
0

1
5

2
0

2
5

>
d
i
a
g
(
m
a
t
r
i
x
(
1
:
2
5
,
5
)
)

#
対
角
成
分
の
取
り
出
し

[
1
]

1
7

1
3
1
9

2
5

8

内
積
と
直
交
性

9

ベ
ク
ト
ル
の
内
積

a
=

 a
1...

a
n 

,
b

=

 b
1...b
n 

a ′b
=

n∑i=
1

a
i b

i

>
n
a
i
s
e
k
i
<
-
f
u
n
c
t
i
o
n
(
a
,
b
)

s
u
m
(
a
*
b
)

>
a
<
-

1
:
5

>
b
<
-

c
(
1
,
2
,
1
,
2
,
1
)

>
a

[
1
]
1

2
3

4
5

>
b

[
1
]
1

2
1

2
1

>
n
a
i
s
e
k
i
(
a
,
b
)

[
1
]
2
1

1
0



ベ
ク
ト
ル
の
長
さ

a
=

 a
1...

a
n 

‖
a‖

=
√

a ′a
=


n∑i=
1

a
i a

i  −
12

>
n
a
i
s
e
k
i
<
-
f
u
n
c
t
i
o
n
(
a
,
b
=
a
)

s
u
m
(
a
*
b
)

>
n
a
i
s
e
k
i
(
a
,
b
)

[
1
]
2
1

>
s
q
r
t
(
n
a
i
s
e
k
i
(
a
,
a
)
)

[
1
]
7
.
4
1
6
1
9
8

>
s
q
r
t
(
n
a
i
s
e
k
i
(
a
)
)

[
1
]
7
.
4
1
6
1
9
8

1
1

２
点
間
の
距
離

a
=

 a
1...

a
n 

,
b

=

 b
1...b
n 

d
(a

,b
)
=
‖
a
−

b‖
=


n∑i=
1 (a

i −
b
i )

2  −
12

>
s
q
r
t
(
n
a
i
s
e
k
i
(
a
-
b
)
)

[
1
]
4
.
8
9
8
9
7
9

>
(
a
-
b
)
^
2

[
1
]

0
0

4
4

1
6

>
s
q
r
t
(
s
u
m
(
(
a
-
b
)
^
2
)
)

[
1
]
4
.
8
9
8
9
7
9

1
2

単
位
ベ
ク
ト
ル

a
=

 a
1...

a
n 

u
=

a

‖
a‖

>
u
n
i
t
v
e
c
<
-
f
u
n
c
t
i
o
n
(
a
)

a
/
s
q
r
t
(
s
u
m
(
a
*
a
)
)

>
u
n
i
t
v
e
c
(
a
)

[
1
]
0
.
1
3
4
8
4
0
0

0
.
2
6
9
6
7
9
9

0
.
4
0
4
5
1
9
9

0
.
5
3
9
3
5
9
9

0
.
6
7
4
1
9
9
9

>
n
a
i
s
e
k
i
(
u
n
i
t
v
e
c
(
a
)
)

[
1
]
1

1
3

ベ
ク
ト
ル
間
の
角
度

a
=

 a
1...

a
n 

,
b

=

 b
1...b
n 

c
o
s
θ
=


a

‖
a‖  ′

b

‖
b‖

=
a ′b

‖
a‖·‖

b‖
=

∑
ni=

1
a

i b
i

√∑
ni=

1
a
2i √∑

ni=
1

b
2i

1
4

>
u
n
i
t
v
e
c
(
a
)

[
1
]
0
.
1
3
4
8
4
0
0

0
.
2
6
9
6
7
9
9

0
.
4
0
4
5
1
9
9

0
.
5
3
9
3
5
9
9

0
.
6
7
4
1
9
9
9

>
u
n
i
t
v
e
c
(
b
)

[
1
]
0
.
3
0
1
5
1
1
3

0
.
6
0
3
0
2
2
7

0
.
3
0
1
5
1
1
3

0
.
6
0
3
0
2
2
7

0
.
3
0
1
5
1
1
3

>
n
a
i
s
e
k
i
(
u
n
i
t
v
e
c
(
a
)
,
u
n
i
t
v
e
c
(
b
)
)

[
1
]
0
.
8
5
3
7
7
1
4

>
a
c
o
s
(
n
a
i
s
e
k
i
(
u
n
i
t
v
e
c
(
a
)
,
u
n
i
t
v
e
c
(
b
)
)
)

#
ラ
ジ
ア
ン

[
1
]
0
.
5
4
7
6
0
9
8

>
a
c
o
s
(
n
a
i
s
e
k
i
(
u
n
i
t
v
e
c
(
a
)
,
u
n
i
t
v
e
c
(
b
)
)
)

*
1
8
0
/
p
i

#
度

[
1
]
3
1
.
3
7
5
7
3

平
均
，
分
散
，
共
分
散
，
相
関

a
1
,...

,a
n
や

b
1
,...

,b
n
が
デ
ー
タ
の
と
き

平
均

ā
=

1n ∑
a

i
=

1n
1 ′n

a

分
散

s
2a

=
1n ∑

(a
i −

ā
)
2

=
1n ‖

a
−

ā
1

n ‖
2

共
分
散

s
a
b
=

1n ∑
(a

i −
ā
)(b

i −
b̄)

=
1n
(a
−

ā
1

n
) ′(b−

b̄1
n
)

相
関

r
a
b
=

s
a
b

s
a s

b
=

( a
−

ā
1

n
) ′(b−

b̄1
n
)

‖
a
−

ā
1

n ‖‖
b−

b̄1
n ‖

は
じ
め
に
中
心
化

a
←

a
−

ā
1

n
を
す
る
と

ā
=

0
,

s
2a

=
1n ‖

a‖
2
,

s
a
b
=

1n
a ′b

,
r
a
b
=

a ′b
‖
a‖·‖

b‖

c
.f.
不
偏
分
散
や
不
偏
共
分
散
の
分
母
は

n
の
代
わ
り
に

n
−

1
を
用
い
る

1
5

射
影

1
6

単
位
ベ
ク
ト
ル
の
つ
く
る
直
線
へ
の
射
影

0
1

2
3

4
5

2.0 2.5 3.0

tt

sapply(tt, function(t) sqrt(sum((x − t * u)^2)))

u
=

 u
1...

u
n 

,
x

=

 x
1...

x
n 

直
線
へ
の
射
影
：

tを
自
由
に
動
か
し
て

tu
が

x
へ
最
も
近
く
な
る
よ
う
に
す
る

d
(tu

,x
)
2

=
‖
tu
−

x‖
2

=
‖(tu

−
u

u ′x
)
+

(u
u ′x
−

x
)‖

2

=
(t−

u ′x
)
2
+
‖(I

n −
u

u ′)x‖
2

1
7

こ
の
最
小
は

t
=

u ′x
の
と
き
．

x
の

u
へ
の
射
影
は

tu
=

(u ′x
)u

=
u

u ′x
=

P
x

た
だ
し

P
=

u
u ′は

射
影
行
列
．
な
お

c
o
s
θ
=

u ′x
/‖

x‖
と
す
れ
ば
，

t
=
‖
x‖

c
o
s
θ

>
u
<
-

u
n
i
t
v
e
c
(
1
:
5
)

#
単
位
ベ
ク
ト
ル

>
x
<
-

c
(
1
,
2
,
1
,
2
,
1
)

#
ベ
ク
ト
ル

>
n
a
i
s
e
k
i
(
u
,
x
)

#
こ
れ
が

t

[
1
]
2
.
8
3
1
6
3
9

>
s
u
m
(
u
*
x
)
#
こ
れ
で
も
同
じ

[
1
]
2
.
8
3
1
6
3
9

>
t
t
<
-
s
e
q
(
0
,
5
,
0
.
1
)

#
0
.
.
5

>
p
s
i
n
i
t
(
"
2
0
0
2
0
9
2
2
-
1
.
e
p
s
"
)

>
p
l
o
t
(
t
t
,
s
a
p
p
l
y
(
t
t
,
f
u
n
c
t
i
o
n
(
t
)
s
q
r
t
(
s
u
m
(
(
x
-
t
*
u
)
^
2
)
)
)
,
t
y
p
e
=
"
l
"
)

>
a
b
l
i
n
e
(
v
=
n
a
i
s
e
k
i
(
u
,
x
)
)
#
最
小
値
を
と
る

t

>
d
e
v
.
o
f
f
(
)

>
u
*
s
u
m
(
u
*
x
)

#
x
の

u
方
向
へ
の
射
影

[
1
]
0
.
3
8
1
8
1
8
2

0
.
7
6
3
6
3
6
4

1
.
1
4
5
4
5
4
5

1
.
5
2
7
2
7
2
7

1
.
9
0
9
0
9
0
9



>
n
a
i
s
e
k
i
(
u
,
u
n
i
t
v
e
c
(
x
)
)

#
c
o
s
(
t
h
e
t
a
)

[
1
]
0
.
8
5
3
7
7
1
4

>
a
c
o
s
(
n
a
i
s
e
k
i
(
u
,
u
n
i
t
v
e
c
(
x
)
)
)
*

1
8
0
/
p
i

#
角
度

[
1
]
3
1
.
3
7
5
7
3

>
P
<
-

a
s
.
m
a
t
r
i
x
(
u
)
%
*
%
t
(
a
s
.
m
a
t
r
i
x
(
u
)
)

#
射
影
行
列

>
P

[
,
1
]

[
,
2
]

[
,
3
]

[
,
4
]

[
,
5
]

[
1
,
]

0
.
0
1
8
1
8
1
8
2

0
.
0
3
6
3
6
3
6
4

0
.
0
5
4
5
4
5
4
5
0
.
0
7
2
7
2
7
2
7

0
.
0
9
0
9
0
9
1

[
2
,
]

0
.
0
3
6
3
6
3
6
4

0
.
0
7
2
7
2
7
2
7

0
.
1
0
9
0
9
0
9
1
0
.
1
4
5
4
5
4
5
5

0
.
1
8
1
8
1
8
2

[
3
,
]

0
.
0
5
4
5
4
5
4
5

0
.
1
0
9
0
9
0
9
1

0
.
1
6
3
6
3
6
3
6
0
.
2
1
8
1
8
1
8
2

0
.
2
7
2
7
2
7
3

[
4
,
]

0
.
0
7
2
7
2
7
2
7

0
.
1
4
5
4
5
4
5
5

0
.
2
1
8
1
8
1
8
2
0
.
2
9
0
9
0
9
0
9

0
.
3
6
3
6
3
6
4

[
5
,
]

0
.
0
9
0
9
0
9
0
9

0
.
1
8
1
8
1
8
1
8

0
.
2
7
2
7
2
7
2
7
0
.
3
6
3
6
3
6
3
6

0
.
4
5
4
5
4
5
5

>
P
%
*
%
x

#
　こ
れ
も
射
影

[
,
1
]

[
1
,
]

0
.
3
8
1
8
1
8
2

[
2
,
]

0
.
7
6
3
6
3
6
4

[
3
,
]

1
.
1
4
5
4
5
4
5

[
4
,
]

1
.
5
2
7
2
7
2
7

[
5
,
]

1
.
9
0
9
0
9
0
9

ピ
タ
ゴ
ラ
ス
の
定
理‖

tu
−

x‖
2

=
(t−

u ′x
)
2
+
‖
x
−

P
x‖

2

ま
ず

u
と

x
−

P
x
は
直
交
し
て
い
る
．

u ′(x
−

P
x
)
=

u ′(I
n −

u
u ′)x

=
(u ′−

u ′u
u ′)x

=
(u ′−

u ′)x
=

0

し
た
が
っ
て

‖
tu
−

x‖
2

=
‖(tu

−
P

x
)
+

(P
x
−

x
)‖

2

=
‖(t−

u ′x
)u

+
(P

x
−

x
)‖

2

=
‖(t−

u ′x
)u‖

2
+

2
(t−

u ′x
)u ′(x

−
P

x
)
+
‖
P

x
−

x‖
2

=
(t−

u ′x
)
2‖

u‖
2
+

0
+
‖
P

x
−

x‖
2

ベ
ク
ト
ル
の
つ
く
る
直
線
へ
の
射
影

a
=

 a
1...

a
n 

,
x

=

 x
1...

x
n 

直
線
へ
の
射
影
：

β
を
自
由
に
動
か
し
て

β
a
が

x
へ
最
も
近
く
な
る
よ
う
に
す
る

u
=

a

‖
a‖

と
お
け
ば
，
射
影
は

u
u ′x
で
あ
る
．
し
た
が
っ
て


a
a ′
‖
a‖

2 
x

=


a ′x
‖
a‖

2 
a

=
β
a

>
a
<
-

1
:
5
#
射
影
方
向

>
x
<
-

c
(
1
,
2
,
1
,
2
,
1
)

#
ベ
ク
ト
ル

>
s
h
a
e
i
1
<
-

f
u
n
c
t
i
o
n
(
a
,
x
)
s
u
m
(
a
*
x
)
/
s
u
m
(
a
*
a
)

>
s
h
a
e
i
1
(
a
,
x
)

[
1
]
0
.
3
8
1
8
1
8
2

>
s
h
a
e
i
1
(
a
,
x
)
*

a

[
1
]
0
.
3
8
1
8
1
8
2

0
.
7
6
3
6
3
6
4

1
.
1
4
5
4
5
4
5

1
.
5
2
7
2
7
2
7

1
.
9
0
9
0
9
0
9

1
8

互
い
に
直
交
す
る
単
位
ベ
ク
ト
ル
の
張
る
線
形
部
分
空
間
へ
の
射
影

u
1

=

 u
1
1

...
u

n
1 

,...
,u

p
=

 u
1
p

...
u

n
p 

,
x

=

 x
1...

x
n 

u ′i u
j
=

δ
ij

=


1

i
=

jの
と
き

0
i�=

jの
と
き

U
=

[u
1
,...

,u
p ]は

n
×

p
行
列

,
U
′U

=
I

p

部
分
空
間
へ
の
射
影
：

t
=

[t1
,...

,tp ] ′を
自
由
に
動
か
し
て

U
t
=

t1
u

1
+
···

+
tp u

p

が
x
へ
最
も
近
く
な
る
よ
う
に
す
る
．

t1
=

u ′1
x

,...
,tp

=
u ′p x

と
す
れ
ば
よ
い
．

1
9

n
=

3
,

p
=

2

>
u
1
<
-
u
n
i
t
v
e
c
(
c
(
1
,
1
,
1
,
1
)
)
#

n
=
4
,

p
=
3
の
例

>
u
2
<
-
u
n
i
t
v
e
c
(
c
(
1
,
1
,
-
1
,
-
1
)
)

>
u
3
<
-
u
n
i
t
v
e
c
(
c
(
1
,
-
1
,
1
,
-
1
)
)

>
U
<
-

c
b
i
n
d
(
u
1
,
u
2
,
u
3
)

#
4
x

3
行
列

>
U

u
1

u
2

u
3

[
1
,
]

0
.
5

0
.
5

0
.
5

[
2
,
]

0
.
5

0
.
5
-
0
.
5

[
3
,
]

0
.
5
-
0
.
5

0
.
5

[
4
,
]

0
.
5
-
0
.
5

-
0
.
5

>
t
(
U
)

%
*
%
U

#
正
規
直
交

u
1
u
2

u
3

u
1

1
0

0

u
2

0
1

0

u
3

0
0

1

>
x
<
-

c
(
1
,
2
,
2
,
2
)

#
ベ
ク
ト
ル

>
t
(
U
)

%
*
%
x

#
t
の
成
分

2
0

[
,
1
]

u
1

3
.
5

u
2
-
0
.
5

u
3
-
0
.
5

>
U
%
*
%
(
t
(
U
)

%
*
%
x
)

#
射
影

[
,
1
]

[
1
,
]

1
.
2
5

[
2
,
]

1
.
7
5

[
3
,
]

1
.
7
5

[
4
,
]

2
.
2
5

>
P
<
-

U
%
*
%
t
(
U
)

#
射
影
行
列

>
P

[
,
1
]

[
,
2
]

[
,
3
]

[
,
4
]

[
1
,
]

0
.
7
5

0
.
2
5

0
.
2
5

-
0
.
2
5

[
2
,
]

0
.
2
5

0
.
7
5

-
0
.
2
5

0
.
2
5

[
3
,
]

0
.
2
5

-
0
.
2
5

0
.
7
5

0
.
2
5

[
4
,
]

-
0
.
2
5

0
.
2
5

0
.
2
5

0
.
7
5

>
p
x

<
-

P
%
*
%
x

#
射
影

p
x
=
U

U
’
x

>
p
x

[
,
1
]

[
1
,
]

1
.
2
5

[
2
,
]

1
.
7
5

[
3
,
]

1
.
7
5

[
4
,
]

2
.
2
5

>
q
x

<
-

x
-

p
x

#
垂
線

>
q
x

[
,
1
]

[
1
,
]

-
0
.
2
5

[
2
,
]

0
.
2
5

[
3
,
]

0
.
2
5

[
4
,
]

-
0
.
2
5

>
n
a
i
s
e
k
i
(
p
x
,
q
x
)

#
p
x
と

q
x
は
直
交

[
1
]
0

>
Q
<
-

d
i
a
g
(
4
)
-

P
#
直
交
補
空
間
へ
の
射
影
行
列

Q
=
I

-
U
U
’

>
Q

[
,
1
]

[
,
2
]

[
,
3
]

[
,
4
]

[
1
,
]

0
.
2
5

-
0
.
2
5

-
0
.
2
5

0
.
2
5

[
2
,
]

-
0
.
2
5

0
.
2
5

0
.
2
5

-
0
.
2
5

[
3
,
]

-
0
.
2
5

0
.
2
5

0
.
2
5

-
0
.
2
5

[
4
,
]

0
.
2
5

-
0
.
2
5

-
0
.
2
5

0
.
2
5

>
Q
%
*
%
x

#
直
交
補
空
間
へ
の
射
影

q
x
=
(
I

-
U

U
’
)
x

=
x
-

P
x

[
,
1
]

[
1
,
]

-
0
.
2
5

[
2
,
]

0
.
2
5

[
3
,
]

0
.
2
5

[
4
,
]

-
0
.
2
5

>
t
(
P
)

%
*
%
Q

#
P
と

Q
の
張
る
空
間
は
直
交
し
て
い
る

[
,
1
]

[
,
2
]

[
,
3
]

[
,
4
]

[
1
,
]

0
0

0
0

[
2
,
]

0
0

0
0

[
3
,
]

0
0

0
0

[
4
,
]

0
0

0
0



‖
U

t−
x‖

2
=
‖(t1

u
1 −

u
1
u ′1

x
)
+
···+

(tp u
p −

u
p u ′p x

)

+
(u

1
u ′1

x
+
···

+
u

p u ′p x
−

x
)‖

2

=
(t1 −

u ′1
x
)
2
+
···+

(tp −
u ′p x

)
2
+
‖(I

n −
U

U
′)x‖

2

こ
の
最
小
は

t1
=

u ′1
x

,...
,tp

=
u ′p x

の
と
き
．
ま
と
め
て

t
=

U
′x
と
も
書
け

る
．

U
の
張
る
空
間
へ
の

x
の
射
影
は

U
t
=

U
U
′x

=
P

x

た
だ
し

P
=

U
U
′は
射
影
行
列
．

Q
=

I
n −

P
は
直
交
補
空
間
へ
の
射
影
行
列
．

x
=

P
x

+
Q

x

と
分
解
す
る
と
，

(P
x
) ′(Q

x
)
=

0
で
直
交
し
て
い
る
．

P
′Q

=
(U

U
′)(I

n −
U

U
′)

=
U

U
′−

U
U
′U

U
′
=

U
U
′−

U
U
′
=

0

2
1

直
交
変
換

u
1

=

 u
1
1

...
u

n
1 

,...
,u

n
=

 u
1
n

...
u

n
n 

,
x

=

 x
1...

x
n 

,
t
=

 t1...tn 

U
=

[u
1
,...

,u
n
]は

n
×

n
行
列

,
U
′U

=
U

U
′
=

I
n

つ
ま
り

U
−
1

=
U
′な
の
で
，

x
=

U
t
=

t1
u

1
+
···

+
tn

u
n

の
両
辺
に

U
′を
掛
け
る
と

t
=

U
′x

,
ti

=
u ′i x

最
初
の

p
個
と
残
り
の

n
−

p
個
に
分
け
て
考
え
る
と

I
n

=
u

1
u ′1

+
···

+
u

n
u ′n

=
(u

1
u ′1

+
···+

u
p u ′p )

+
(u

p
+

1
u ′p

+
1
+
···+

u
n
u ′n

)

=
P

+
Q

2
2

>
u
1
<
-
u
n
i
t
v
e
c
(
c
(
1
,
1
,
1
,
1
)
)

>
u
2
<
-
u
n
i
t
v
e
c
(
c
(
1
,
1
,
-
1
,
-
1
)
)

>
u
3
<
-
u
n
i
t
v
e
c
(
c
(
1
,
-
1
,
1
,
-
1
)
)

>
u
4
<
-
u
n
i
t
v
e
c
(
c
(
1
,
-
1
,
-
1
,
1
)
)

>
U
<
-

c
b
i
n
d
(
u
1
,
u
2
,
u
3
,
u
4
)

>
U

u
1

u
2

u
3

u
4

[
1
,
]

0
.
5

0
.
5

0
.
5

0
.
5

[
2
,
]

0
.
5

0
.
5
-
0
.
5

-
0
.
5

[
3
,
]

0
.
5
-
0
.
5

0
.
5
-
0
.
5

[
4
,
]

0
.
5
-
0
.
5

-
0
.
5

0
.
5

>
t
(
U
)

%
*
%
U

u
1
u
2

u
3
u
4

u
1

1
0

0
0

u
2

0
1

0
0

u
3

0
0

1
0

u
4

0
0

0
1

2
3

>
U
%
*
%
t
(
U
)

[
,
1
]

[
,
2
]

[
,
3
]

[
,
4
]

[
1
,
]

1
0

0
0

[
2
,
]

0
1

0
0

[
3
,
]

0
0

1
0

[
4
,
]

0
0

0
1

>
x
<
-

c
(
1
,
2
,
2
,
2
)

#
ベ
ク
ト
ル

>
t
(
U
)

%
*
%
x

[
,
1
]

u
1

3
.
5

u
2
-
0
.
5

u
3
-
0
.
5

u
4
-
0
.
5

>
U
%
*
%
(
t
(
U
)

%
*
%
x
)

[
,
1
]

[
1
,
]

1

[
2
,
]

2

[
3
,
]

2

[
4
,
]

2

>
U
[
,
1
:
3
]

u
1

u
2

u
3

[
1
,
]

0
.
5

0
.
5

0
.
5

[
2
,
]

0
.
5

0
.
5
-
0
.
5

[
3
,
]

0
.
5
-
0
.
5

0
.
5

[
4
,
]

0
.
5
-
0
.
5

-
0
.
5

>
U
[
,
4
,
d
r
o
p
=
F
]

u
4

[
1
,
]

0
.
5

[
2
,
]

-
0
.
5

[
3
,
]

-
0
.
5

[
4
,
]

0
.
5

>
P
<
-

U
[
,
1
:
3
]
%
*
%
t
(
U
[
,
1
:
3
]
)

>
P

[
,
1
]

[
,
2
]

[
,
3
]

[
,
4
]

[
1
,
]

0
.
7
5

0
.
2
5

0
.
2
5

-
0
.
2
5

[
2
,
]

0
.
2
5

0
.
7
5

-
0
.
2
5

0
.
2
5

[
3
,
]

0
.
2
5

-
0
.
2
5

0
.
7
5

0
.
2
5

[
4
,
]

-
0
.
2
5

0
.
2
5

0
.
2
5

0
.
7
5

>
Q
<
-

U
[
,
4
,
d
r
o
p
=
F
]
%
*
%
t
(
U
[
,
4
,
d
r
o
p
=
F
]
)

>
Q

[
,
1
]

[
,
2
]

[
,
3
]

[
,
4
]

[
1
,
]

0
.
2
5

-
0
.
2
5

-
0
.
2
5

0
.
2
5

[
2
,
]

-
0
.
2
5

0
.
2
5

0
.
2
5

-
0
.
2
5

[
3
,
]

-
0
.
2
5

0
.
2
5

0
.
2
5

-
0
.
2
5

[
4
,
]

0
.
2
5

-
0
.
2
5

-
0
.
2
5

0
.
2
5

>
P
+

Q

[
,
1
]

[
,
2
]

[
,
3
]

[
,
4
]

[
1
,
]

1
0

0
0

[
2
,
]

0
1

0
0

[
3
,
]

0
0

1
0

[
4
,
]

0
0

0
1

一
次
独
立
な
ベ
ク
ト
ル
の
張
る
空
間
へ
の
射
影

a
1

=

 a
1
1

...
a

n
1 

,...
,a

p
=

 a
1
p

...
a

n
p 

,
x

=

 x
1...

x
n 

,
β

=

 β
1...

β
p 

A
=

[a
1
,...

,a
p ]は

n
×

p
行
列

,
P

=
A

(A
′A

) −
1
A
′,

P
A

=
A

‖
A

β
−

x‖
2

=
‖(A

β
−

P
x
)
+

(P
x
−

x
)‖

2

=
‖
A

β
−

P
x‖

2
+
‖
P

x
−

x‖
2

=
‖
A

(β
−

(A
′A

) −
1
A
′x

)‖
2
+

x ′(I
n −

P
)x

を
最
小
に
す
る
に
は

β
=

(A
′A

) −
1
A
′x

,
A

β
=

P
x

P
2

=
P
な
の
で

P
(I

n −
P

)
=

0
に
も
注
意
．
つ
ま
り

(P
x
) ′(x

−
P

x
)
=

0

2
4

>
a
1
<
-
c
(
1
,
1
,
1
,
1
)

>
a
2
<
-
c
(
1
,
2
,
3
,
4
)

>
A
<
-

c
b
i
n
d
(
a
1
,
a
2
)

>
A

a
1
a
2

[
1
,
]

1
1

[
2
,
]

1
2

[
3
,
]

1
3

[
4
,
]

1
4

>
B
<
-

s
o
l
v
e
(
t
(
A
)
%
*
%

A
)
%
*
%
t
(
A
)

#
s
o
l
v
e
(
)
は
逆
行
列

>
B

[
,
1
]

[
,
2
]

[
,
3
]

[
,
4
]

a
1

1
.
0

0
.
5
3
.
8
8
5
7
8
1
e
-
1
6
-
0
.
5

a
2
-
0
.
3

-
0
.
1

1
.
0
0
0
0
0
0
e
-
0
1

0
.
3

>
x
<
-

c
(
1
,
2
,
2
,
2
)

#
ベ
ク
ト
ル

>
B
%
*
%
x

#
b
e
t
a

[
,
1
]

a
1

1
.
0

a
2

0
.
3

>
A
%
*
%
(
B

%
*
%
x
)

#
射
影

[
,
1
]

[
1
,
]

1
.
3

[
2
,
]

1
.
6

[
3
,
]

1
.
9



[
4
,
]

2
.
2

>
P
<
-

A
%
*
%
B

#
射
影
行
列

>
P

[
,
1
]

[
,
2
]

[
,
3
]

[
,
4
]

[
1
,
]

0
.
7

0
.
4

0
.
1

-
0
.
2

[
2
,
]

0
.
4

0
.
3

0
.
2

0
.
1

[
3
,
]

0
.
1

0
.
2

0
.
3

0
.
4

[
4
,
]

-
0
.
2

0
.
1

0
.
4

0
.
7

>
P
%
*
%
A

#
=

A
の
ハ
ズ

a
1
a
2

[
1
,
]

1
1

[
2
,
]

1
2

[
3
,
]

1
3

[
4
,
]

1
4

>
P
%
*
%
x

#
　射
影

[
,
1
]

[
1
,
]

1
.
3

[
2
,
]

1
.
6

[
3
,
]

1
.
9

[
4
,
]

2
.
2

>
P
%
*
%
P

[
,
1
]

[
,
2
]

[
,
3
]

[
,
4
]

[
1
,
]

0
.
7

0
.
4

0
.
1

-
0
.
2

[
2
,
]

0
.
4

0
.
3

0
.
2

0
.
1

[
3
,
]

0
.
1

0
.
2

0
.
3

0
.
4

[
4
,
]

-
0
.
2

0
.
1

0
.
4

0
.
7

>
Q
<
-

d
i
a
g
(
4
)
-

P

>
t
(
P
)

%
*
%
Q

[
,
1
]

[
,
2
]

[
,
3
]

[
,
4
]

[
1
,
]

1
.
4
0
9
9
8
8
e
-
1
5

5
.
6
6
2
0
2
6
e
-
1
6
-
2
.
0
5
3
9
5
3
e
-
1
6
-
9
.
7
6
9
9
4
9
e
-
1
6

[
2
,
]

8
.
4
3
7
6
5
1
e
-
1
6

3
.
9
9
6
8
1
8
e
-
1
6
-
1
.
1
0
9
6
1
3
e
-
1
7
-
4
.
2
1
8
8
6
8
e
-
1
6

[
3
,
]

2
.
9
4
2
0
5
0
e
-
1
6

2
.
1
0
9
4
8
5
e
-
1
6

1
.
7
7
6
4
6
5
e
-
1
6

1
.
4
4
3
2
7
6
e
-
1
6

[
4
,
]

-
2
.
5
5
3
4
3
2
e
-
1
6
2
.
2
1
9
9
0
4
e
-
1
7

3
.
6
6
3
7
9
0
e
-
1
6

7
.
1
0
5
4
5
4
e
-
1
6

>
r
o
u
n
d
(
t
(
P
)
%
*
%

Q
,
6
)

[
,
1
]

[
,
2
]

[
,
3
]

[
,
4
]

[
1
,
]

0
0

0
0

[
2
,
]

0
0

0
0

[
3
,
]

0
0

0
0

[
4
,
]

0
0

0
0

>
t
(
P
%
*
%
x
)
%
*
%

(
x
-

P
%
*
%
x
)

[
,
1
]

[
1
,
]

8
.
7
0
4
1
3
8
e
-
1
5

>
s
h
a
e
i
2
<
-

f
u
n
c
t
i
o
n
(
A
,
x
)
s
o
l
v
e
(
t
(
A
)

%
*
%
A
)
%
*
%
t
(
A
)

%
*
%

x

>
s
h
a
e
i
2
(
A
,
x
)

[
,
1
]

a
1

1
.
0

a
2

0
.
3

>
A
%
*
%
s
h
a
e
i
2
(
A
,
x
)

[
,
1
]

[
1
,
]

1
.
3

[
2
,
]

1
.
6

[
3
,
]

1
.
9

[
4
,
]

2
.
2

>
a
<
-

a
s
.
m
a
t
r
i
x
(
1
:
5
)
#
射
影
方
向

>
x
<
-

c
(
1
,
2
,
1
,
2
,
1
)

#
ベ
ク
ト
ル

>
s
h
a
e
i
2
(
a
,
x
)

#
以
前
に
や
っ
た

s
h
a
e
i
1
(
a
,
x
)
と
比
べ
よ

[
,
1
]

[
1
,
]

0
.
3
8
1
8
1
8
2

>
a
%
*
%
s
h
a
e
i
2
(
a
,
x
)

[
,
1
]

[
1
,
]

0
.
3
8
1
8
1
8
2

[
2
,
]

0
.
7
6
3
6
3
6
4

[
3
,
]

1
.
1
4
5
4
5
4
5

[
4
,
]

1
.
5
2
7
2
7
2
7

[
5
,
]

1
.
9
0
9
0
9
0
9

行
列
の
分
解

2
5

特
異
値
分
解

(
S
in

g
u
la
r

V
a
lu

e
D

e
c
o
m

p
o
s
itio

n
)

n
×

p
行
列

A
=

 a
1
1

...
a
1
p

·
·

·
·

·
·

a
n
1

...
a

n
p 



n

︸
︷︷

︸
p

,
n
≥

p

U
=

[u
1
,...

,u
p ]

n
×

p
,

V
=

[v
1
,...

,v
p ]

p×
p

U
′U

=
V
′V

=
I

p

A
=

d
1
u

1
v ′1

+
···

+
d
p u

p v ′p

d
1 ≥
···≥

d
p ≥

0
2
6

特
異
値

d
1
,...

,d
p を
対
角
成
分
に
も
つ
行
列

D
を
使
う
と

D
=

 d
1

0
...

0
d
p 

,
A

=
U

D
V
′

特
異
値
の
う
ち

0
で
な
い
も
の
の
個
数

rが
行
列

A
の
ラ
ン
ク
（
階
数
）
で
あ
る
．

d
1 ≥
···≥

d
r

>
d
r+

1
=
···

=
d
p
=

0

A
=

d
1
u

1
v ′1

+
···+

d
r u

r v ′r

=
[u

1
,...

,u
r ]d

ia
g
(d

1
,...

,d
r )[v

1
,...

,v
r ] ′

>
A
<
-

m
a
t
r
i
x
(
1
:
1
5
,
5
)

#
5
x
3
行
列

>
A

[
,
1
]

[
,
2
]

[
,
3
]

[
1
,
]

1
6

1
1

[
2
,
]

2
7

1
2

[
3
,
]

3
8

1
3

[
4
,
]

4
9

1
4

[
5
,
]

5
1
0

1
5

>
s
<
-

s
v
d
(
A
)

#
特
異
値
分
解

>
s

$
d

[
1
]
3
5
.
1
2
7
2
2
3

2
.
4
6
5
3
9
7

0
.
0
0
0
0
0
0

$
u

[
,
1
]

[
,
2
]

[
,
3
]

[
1
,
]

-
0
.
3
5
4
5
5
7
1

-
0
.
6
8
8
6
8
6
6
4

0
.
3
6
5
6
4
7
5

[
2
,
]

-
0
.
3
9
8
6
9
6
4

-
0
.
3
7
5
5
5
4
5
3
-
0
.
3
1
0
1
1
2
3

[
3
,
]

-
0
.
4
4
2
8
3
5
7

-
0
.
0
6
2
4
2
2
4
2

0
.
0
7
3
6
5
2
6

2
7

[
4
,
]

-
0
.
4
8
6
9
7
5
0

0
.
2
5
0
7
0
9
7
0
-
0
.
6
7
9
5
5
8
5

[
5
,
]

-
0
.
5
3
1
1
1
4
3

0
.
5
6
3
8
4
1
8
1

0
.
5
5
0
3
7
0
6

$
v

[
,
1
]

[
,
2
]

[
,
3
]

[
1
,
]

-
0
.
2
0
1
6
6
4
9

0
.
8
9
0
3
1
7
1

0
.
4
0
8
2
4
8
3

[
2
,
]

-
0
.
5
1
6
8
3
0
5

0
.
2
5
7
3
3
1
6

-
0
.
8
1
6
4
9
6
6

[
3
,
]

-
0
.
8
3
1
9
9
6
1

-
0
.
3
7
5
6
5
3
9

0
.
4
0
8
2
4
8
3

>
r
o
u
n
d
(
t
(
s
$
u
)
%
*
%
s
$
u
,
1
0
)

#
U
’
U
=

I
(
U
は

5
x
3
行
列
)

[
,
1
]

[
,
2
]

[
,
3
]

[
1
,
]

1
0

0

[
2
,
]

0
1

0

[
3
,
]

0
0

1

>
r
o
u
n
d
(
t
(
s
$
v
)
%
*
%
s
$
v
,
1
0
)

#
V
’
V
=

I
(
V
は

3
x
3
行
列
)

[
,
1
]

[
,
2
]

[
,
3
]

[
1
,
]

1
0

0

[
2
,
]

0
1

0

[
3
,
]

0
0

1



>
s
$
u
%
*
%
d
i
a
g
(
s
$
d
)

%
*
%
t
(
s
$
v
)

#
A

=
U
D

V
’

[
,
1
]

[
,
2
]

[
,
3
]

[
1
,
]

1
6

1
1

[
2
,
]

2
7

1
2

[
3
,
]

3
8

1
3

[
4
,
]

4
9

1
4

[
5
,
]

5
1
0

1
5

>
s
$
u
[
,
1
:
2
]

%
*
%
d
i
a
g
(
s
$
d
[
1
:
2
]
)
%
*
%
t
(
s
$
v
[
,
1
:
2
]
)

#
r
=
2
個
だ
け
正
の
特
異
値

[
,
1
]

[
,
2
]

[
,
3
]

[
1
,
]

1
6

1
1

[
2
,
]

2
7

1
2

[
3
,
]

3
8

1
3

[
4
,
]

4
9

1
4

[
5
,
]

5
1
0

1
5

ス
ペ
ク
ト
ル
分
解

G
=

U
D

U
′

=
d
1
u

1
u ′1

+
···+

d
n
u

n
u ′n

G
，

U
，

D
は
す
べ
て

n
×

n
行
列
．

G
は
対
称
行
列

G
′
=

G
U
は
直
交
行
列

U
′U

=
I

n

D
は
対
角
行
列

D
=

d
ia

g
(d

1
,...

,d
n
)

G
u

i
=

d
i u

i

な
の
で

u
1
,...

,u
n
は

G
の
固
有
ベ
ク
ト
ル
，

d
1
,...

,d
n
は
固
有
値
．

2
8

>
A
<
-

m
a
t
r
i
x
(
r
n
o
r
m
(
1
6
)
,
4
)

#
乱
数
を
つ
か
っ
て
行
列
を
生
成

>
G
<
-

A
+

t
(
A
)

#
対
称
行
列

>
G

[
,
1
]

[
,
2
]

[
,
3
]

[
,
4
]

[
1
,
]

1
.
0
1
9
9
8
0
5

-
1
.
6
7
2
6
8
2
7

1
.
7
6
1
1
1
8
3

-
0
.
8
8
9
9
4
5
8

[
2
,
]

-
1
.
6
7
2
6
8
2
7

2
.
7
4
7
2
5
3
4

0
.
8
1
5
0
0
3
7

-
1
.
5
0
3
9
0
3
8

[
3
,
]

1
.
7
6
1
1
1
8
3

0
.
8
1
5
0
0
3
7

-
1
.
4
5
3
9
2
0
9
-
0
.
5
9
2
2
8
4
9

[
4
,
]

-
0
.
8
8
9
9
4
5
8

-
1
.
5
0
3
9
0
3
8

-
0
.
5
9
2
2
8
4
9
-
2
.
1
5
8
1
9
9
0

>
e
<
-

e
i
g
e
n
(
G
,
s
y
m
=
T
)

#
対
称
行
列
の
固
有
値
，
固
有
ベ
ク
ト
ル

>
e

#
e
$
v
a
l
u
e
s
=
(
d
1
,
.
.
.
,
d
4
)
.

e
$
v
e
c
t
o
r
s

=
U

$
v
a
l
u
e
s

[
1
]

3
.
8
9
0
2
6
6

1
.
9
4
6
3
5
0
-
2
.
4
9
8
9
7
4

-
3
.
1
8
2
5
2
8

$
v
e
c
t
o
r
s

[
,
1
]

[
,
2
]

[
,
3
]

[
,
4
]

[
1
,
]

0
.
4
6
4
9
3
9
1
3
2

0
.
7
1
6
7
0
2
0

0
.
2
3
9
1
2
3
7
1

0
.
4
6
1
5
0
8
1

[
2
,
]

-
0
.
8
7
2
8
3
3
7
6
4

0
.
3
2
4
8
1
6
2

0
.
0
2
1
8
7
8
0
1

0
.
3
6
3
5
6
1
5

[
3
,
]

0
.
0
0
3
6
7
5
2
6
4

0
.
5
0
9
6
6
8
4

-
0
.
7
6
1
3
4
9
9
3

-
0
.
4
0
0
7
1
3
0

2
9

[
4
,
]

0
.
1
4
8
2
5
4
2
2
9
-
0
.
3
4
7
9
5
2
3

-
0
.
6
0
2
2
3
5
4
1

0
.
7
0
3
0
3
8
0

>
t
(
e
$
v
e
c
)
%
*
%
e
$
v
e
c

#
U
’

U
=

I
で
直
交
行
列
に
な
っ
て
い
る

[
,
1
]

[
,
2
]

[
,
3
]

[
,
4
]

[
1
,
]

1
.
0
0
0
0
0
0
e
+
0
0

2
.
8
2
2
8
2
2
e
-
1
6
-
1
.
3
1
3
1
7
2
e
-
1
6

1
.
5
4
2
0
7
4
e
-
1
6

[
2
,
]

2
.
8
2
2
8
2
2
e
-
1
6

1
.
0
0
0
0
0
0
e
+
0
0
-
1
.
3
6
7
4
5
0
e
-
1
6

2
.
4
3
2
6
7
9
e
-
1
7

[
3
,
]

-
1
.
3
1
3
1
7
2
e
-
1
6
-
1
.
3
6
7
4
5
0
e
-
1
6

1
.
0
0
0
0
0
0
e
+
0
0

-
7
.
8
8
7
5
7
1
e
-
1
8

[
4
,
]

1
.
5
4
2
0
7
4
e
-
1
6

2
.
4
3
2
6
7
9
e
-
1
7
-
7
.
8
8
7
5
7
1
e
-
1
8

1
.
0
0
0
0
0
0
e
+
0
0

>
e
$
v
e
c
%
*
%

d
i
a
g
(
e
$
v
a
l
)
%
*
%
t
(
e
$
v
e
c
)

#
G

=
U

D
U
’
ス
ペ
ク
ト
ル
分
解

[
,
1
]

[
,
2
]

[
,
3
]

[
,
4
]

[
1
,
]

1
.
0
1
9
9
8
0
5

-
1
.
6
7
2
6
8
2
7

1
.
7
6
1
1
1
8
3

-
0
.
8
8
9
9
4
5
8

[
2
,
]

-
1
.
6
7
2
6
8
2
7

2
.
7
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(
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(
e
$
v
e
c
)
-

G
)
#
つ
ま
り

U
D

U
’
-

G
=

0

[
1
]
9
.
0
1
0
2
7
e
-
3
0

>
s
<
-

s
v
d
(
G
)

#
特
異
値
分
解
で
も
同
じ
　（
た
だ
し
ベ
ク
ト
ル
の
符
号
に
注
意
）

>
s

$
d

[
1
]
3
.
8
9
0
2
6
6
3
.
1
8
2
5
2
8

2
.
4
9
8
9
7
4
1
.
9
4
6
3
5
0

$
u

[
,
1
]

[
,
2
]

[
,
3
]

[
,
4
]

[
1
,
]

0
.
4
6
4
9
3
9
1
3
2
-
0
.
4
6
1
5
0
8
1

-
0
.
2
3
9
1
2
3
7
1

0
.
7
1
6
7
0
2
0

[
2
,
]

-
0
.
8
7
2
8
3
3
7
6
4
-
0
.
3
6
3
5
6
1
5

-
0
.
0
2
1
8
7
8
0
1

0
.
3
2
4
8
1
6
2

[
3
,
]

0
.
0
0
3
6
7
5
2
6
4

0
.
4
0
0
7
1
3
0

0
.
7
6
1
3
4
9
9
3

0
.
5
0
9
6
6
8
4

[
4
,
]

0
.
1
4
8
2
5
4
2
2
9
-
0
.
7
0
3
0
3
8
0

0
.
6
0
2
2
3
5
4
1

-
0
.
3
4
7
9
5
2
3

$
v

[
,
1
]

[
,
2
]

[
,
3
]

[
,
4
]

[
1
,
]

0
.
4
6
4
9
3
9
1
3
2

0
.
4
6
1
5
0
8
1

0
.
2
3
9
1
2
3
7
1

0
.
7
1
6
7
0
2
0

[
2
,
]

-
0
.
8
7
2
8
3
3
7
6
4

0
.
3
6
3
5
6
1
5

0
.
0
2
1
8
7
8
0
1

0
.
3
2
4
8
1
6
2

[
3
,
]

0
.
0
0
3
6
7
5
2
6
4
-
0
.
4
0
0
7
1
3
0

-
0
.
7
6
1
3
4
9
9
3

0
.
5
0
9
6
6
8
4

[
4
,
]

0
.
1
4
8
2
5
4
2
2
9

0
.
7
0
3
0
3
8
0

-
0
.
6
0
2
2
3
5
4
1

-
0
.
3
4
7
9
5
2
3

>
n
a
i
s
e
k
i
(
s
$
u
[
,
1
]
-

s
$
v
[
,
1
]
)

#
u
1
=

v
1

[
1
]
6
.
4
8
0
7
7
3
e
-
3
2

>
n
a
i
s
e
k
i
(
s
$
u
[
,
2
]
+

s
$
v
[
,
2
]
)

#
u
2
=

-
v
2

[
1
]
6
.
5
9
4
3
8
4
e
-
3
1

>
n
a
i
s
e
k
i
(
s
$
u
[
,
3
]
+

s
$
v
[
,
3
]
)

#
u
3
=

-
v
3

[
1
]
4
.
6
3
2
9
4
5
e
-
3
1

>
n
a
i
s
e
k
i
(
s
$
u
[
,
4
]
-

s
$
v
[
,
4
]
)

#
u
4
=

v
4

[
1
]
6
.
7
7
9
2
7
3
e
-
3
1

>
e
$
v
e
c
#
特
異
値
分
解
の

U
,
V
と
比
べ
よ

[
,
1
]

[
,
2
]

[
,
3
]

[
,
4
]

[
1
,
]

0
.
4
6
4
9
3
9
1
3
2

0
.
7
1
6
7
0
2
0

0
.
2
3
9
1
2
3
7
1

0
.
4
6
1
5
0
8
1

[
2
,
]

-
0
.
8
7
2
8
3
3
7
6
4

0
.
3
2
4
8
1
6
2

0
.
0
2
1
8
7
8
0
1

0
.
3
6
3
5
6
1
5

[
3
,
]

0
.
0
0
3
6
7
5
2
6
4

0
.
5
0
9
6
6
8
4

-
0
.
7
6
1
3
4
9
9
3

-
0
.
4
0
0
7
1
3
0

[
4
,
]

0
.
1
4
8
2
5
4
2
2
9
-
0
.
3
4
7
9
5
2
3

-
0
.
6
0
2
2
3
5
4
1

0
.
7
0
3
0
3
8
0

>
n
a
i
s
e
k
i
(
s
$
u
[
,
1
]
-

e
$
v
e
c
[
,
1
]
)

#
u
1

=
v
e
c
1

[
1
]
5
.
5
0
2
1
7
1
e
-
3
1

>
n
a
i
s
e
k
i
(
s
$
u
[
,
2
]
+

e
$
v
e
c
[
,
4
]
)

#
u
2

=
-
v
e
c
4

[
1
]
2
.
2
4
9
4
8
6
e
-
3
1

>
n
a
i
s
e
k
i
(
s
$
u
[
,
3
]
+

e
$
v
e
c
[
,
3
]
)

#
u
3

=
-
v
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平
方
根
分
解

対
称
行
列

G
の
ス
ペ
ク
ト
ル
分
解

G
=

U
D

U
′

=
d
1
u

1
u ′1

+
···+

d
n
u

n
u ′n

の
固
有
値

d
1
,...

,d
n
が
す
べ
て
非
負
の
と
き
，

G
1
/2
を
次
の
よ
う
に
定
義
す
る
．

G
1
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=
U

d
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g
( √

d
1
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, √
d
n
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=
√

d
1
u

1
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+
···+

√
d
n
u

n
u ′n

す
る
と
，

G
1
/2

G
1
/2

=
I

n
で
あ
る
．

任
意
の
直
交
行
列

V
を
用
い
て

B
=

G
1
/2

V
と
す
る
と
，

G
=

B
B
′

で
あ
る
．
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定
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Q
R
分
解
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×
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=

Q
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角
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Q
R
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A
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,
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=
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グ
ラ
ム
シ
ュ
ミ
ッ
ト
の
直
交
化

:
i
=

1
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つ
い
て
次
の
ス
テ
ッ
プ
を
実
行

1
.

r
ji

=
q ′j a

i ;
j
=

1
,...

,i−
1

2
.

b
i
=

a
i −

i−
1

∑j=
1

r
ji q

j

3
.

r
ii

=
‖
b
i ‖

4
.

q
i
=

b
i /

r
ii

5
.

r
ji

=
0
;

j
=

i
+

1
,...

,n

す
る
と

a
i
=

i∑j=
1

q
j r

ji ,
A

=
Q

R

実
際
に
は
ハ
ウ
ス
ホ
ル
ダ
ー
法
で
求
め
る
こ
と
が
多
い

3
2

コ
レ
ス
キ
ー
分
解

G
=

R
′R

G
は

n
×

n
対
称
行
列
で
固
有
値
が
す
べ
て
非
負
，

R
は
上
三
角
行
列
．

>
G
<
-

t
(
A
)

%
*
%
A

>
G

[
,
1
]

[
,
2
]

[
1
,
]

3
0

7
0

[
2
,
]

7
0

1
7
4

>
R
<
-

c
h
o
l
(
G
)

>
R

[
,
1
]

[
,
2
]

[
1
,
]

5
.
4
7
7
2
2
6
1
2
.
7
8
0
1
9
3

[
2
,
]

0
.
0
0
0
0
0
0

3
.
2
6
5
9
8
6

>
t
(
R
)

%
*
%
R

[
,
1
]

[
,
2
]

[
1
,
]

3
0

7
0

[
2
,
]

7
0

1
7
4

3
3

一
般
逆
行
列
と
射
影

3
4

一
般
逆
行
列

A
A

+
A

=
A

と
く
に
ム
ー
ア

=
ペ
ン
ロ
ー
ズ
逆
行
列
は
特
異
値
分
解
を
用
い
て
次
の
よ
う
に
書
け
る

A
=

U
D

V
′,

A
+

=
V

D
+

U
′

d
1 ≥
···≥

d
r

>
d
r+

1
=
···

=
d
p
=

0

D
=

d
ia

g
(d

1
,...

,d
r ,0

,...
,0

)

D
+

=
d
ia

g
(1

/
d
1
,...

,1
/
d
r ,0

,...
,0

)

D
D

+
=

D
+

D
=

d
ia

g
(1

,...
,1

,0
,...

,0
)

A
A

+
=

U
D

D
+

U
′
=

u
1
u ′1

+
···+

u
r u ′r

A
+

A
=

V
D

+
D

V
′
=

v
1
v ′1

+
···+

v
r v ′r

3
5

>
A
<
-

m
a
t
r
i
x
(
1
:
1
5
,
5
)

#
5
x
3
行
列

>
s
<
-

s
v
d
(
A
)
#
特
異
値
分
解

>
s
$
d
#
　特
異
値

[
1
]
3
5
.
1
2
7
2
2
3

2
.
4
6
5
3
9
7

0
.
0
0
0
0
0
0

>
g
i
n
v
d
<
-

f
u
n
c
t
i
o
n
(
d
,
t
o
l
=
1
e
-
7
)

{
#

D
+ を
求
め
る
関
数

+
a

<
-
d
>
t
o
l

+
d
[
a
]

<
-

1
/
d
[
a
]

+
d
[
!
a
]

<
-
0

+
d

+
}

>
g
i
n
v
d
(
s
$
d
)

[
1
]
0
.
0
2
8
4
6
7
9
5

0
.
4
0
5
6
1
4
2
4

0
.
0
0
0
0
0
0
0
0

>
B
<
-

s
$
v
%
*
%
d
i
a
g
(
g
i
n
v
d
(
s
$
d
)
)

%
*
%
t
(
s
$
u
)

#
A
の
一
般
逆
行
列

>
B

[
,
1
]

[
,
2
]

[
,
3
]

[
,
4
]

[
,
5
]

[
1
,
]

-
0
.
2
4
6
6
6
6
6
7

-
0
.
1
3
3
3
3
3
3
3
-
2
.
0
0
0
0
0
0
e
-
0
2

0
.
0
9
3
3
3
3
3
3

0
.
2
0
6
6
6
6
6
7

[
2
,
]

-
0
.
0
6
6
6
6
6
6
7

-
0
.
0
3
3
3
3
3
3
3
-
1
.
0
1
3
1
3
6
e
-
1
7

0
.
0
3
3
3
3
3
3
3

0
.
0
6
6
6
6
6
6
7

[
3
,
]

0
.
1
1
3
3
3
3
3
3

0
.
0
6
6
6
6
6
6
7

2
.
0
0
0
0
0
0
e
-
0
2
-
0
.
0
2
6
6
6
6
6
7

-
0
.
0
7
3
3
3
3
3
3

>
g
i
n
v
a
<
-

f
u
n
c
t
i
o
n
(
A
)
{

+
s

<
-
s
v
d
(
A
)

+
s
$
v
%
*
%
d
i
a
g
(
g
i
n
v
d
(
s
$
d
)
)

%
*
%
t
(
s
$
u
)

+
}

>
g
i
n
v
a
(
A
)

[
,
1
]

[
,
2
]

[
,
3
]

[
,
4
]

[
,
5
]

[
1
,
]

-
0
.
2
4
6
6
6
6
6
7

-
0
.
1
3
3
3
3
3
3
3
-
2
.
0
0
0
0
0
0
e
-
0
2

0
.
0
9
3
3
3
3
3
3

0
.
2
0
6
6
6
6
6
7

[
2
,
]

-
0
.
0
6
6
6
6
6
6
7

-
0
.
0
3
3
3
3
3
3
3
-
1
.
0
1
3
1
3
6
e
-
1
7

0
.
0
3
3
3
3
3
3
3

0
.
0
6
6
6
6
6
6
7

[
3
,
]

0
.
1
1
3
3
3
3
3
3

0
.
0
6
6
6
6
6
6
7

2
.
0
0
0
0
0
0
e
-
0
2
-
0
.
0
2
6
6
6
6
6
7

-
0
.
0
7
3
3
3
3
3
3

>
A
%
*
%
B

%
*
%
A

#
A
に
等
し
い

[
,
1
]

[
,
2
]

[
,
3
]

[
1
,
]

1
6

1
1

[
2
,
]

2
7

1
2

[
3
,
]

3
8

1
3

[
4
,
]

4
9

1
4

[
5
,
]

5
1
0

1
5

>
r
o
u
n
d
(
A
%
*
%
B
,
1
0
)

#
A
の
張
る
空
間
へ
の
射
影
行
列

[
,
1
]

[
,
2
]

[
,
3
]

[
,
4
]

[
,
5
]

[
1
,
]

0
.
6

0
.
4

0
.
2

0
.
0
-
0
.
2

[
2
,
]

0
.
4

0
.
3

0
.
2

0
.
1

0
.
0

[
3
,
]

0
.
2

0
.
2

0
.
2

0
.
2

0
.
2

[
4
,
]

0
.
0

0
.
1

0
.
2

0
.
3

0
.
4

[
5
,
]

-
0
.
2

0
.
0

0
.
2

0
.
4

0
.
6

>
r
o
u
n
d
(
B
%
*
%
A
,
1
0
)

#
A
’
の
張
る
空
間
へ
の
射
影
行
列

[
,
1
]

[
,
2
]

[
,
3
]

[
1
,
]

0
.
8
3
3
3
3
3
3

0
.
3
3
3
3
3
3
3

-
0
.
1
6
6
6
6
6
7

[
2
,
]

0
.
3
3
3
3
3
3
3

0
.
3
3
3
3
3
3
3

0
.
3
3
3
3
3
3
3

[
3
,
]

-
0
.
1
6
6
6
6
6
7

0
.
3
3
3
3
3
3
3

0
.
8
3
3
3
3
3
3



一
般
逆
行
列
（

r
=

p
の
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合
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練
習
問
題

1
-1

.
一
般
逆
行
列

A
+
を
計
算
す
る
関
数

g
e
n
i
n
v
を
作
れ
．
た
だ
し
，
最
大
特
異
値

と
の
比
が

t
o
l
(デ
フ
ォ
ル
ト
値

1
0 −

7
)
以
下
の
特
異
値
は
ゼ
ロ
と
み
な
す
．

g
e
n
i
n
v

<
-
f
u
n
c
t
i
o
n
(
A
,
t
o
l
=
1
e
-
7
)

{

こ
こ
で

A
の
一
般
逆
行
列
を
計
算

}1
-2

.
次
の
二
つ
の
行
列
に
つ
い
て
一
般
逆
行
列
を
計
算
し
，
数
値
計
算
の
誤
差
を
除
い

て
A

A
+

A
−

A
=

0
と
な
る
こ
と
を
確
か
め
よ
．

A
1
<
-

m
a
t
r
i
x
(
1
:
1
5
,
5
)

A
2
<
-

m
a
t
r
i
x
(
r
n
o
r
m
(
1
5
)
,
5
)

1
-3

.
上
記
の
二
つ
の
行
列
に
つ
い
て

A
+

A
を
計
算
し
，
も
し
単
位
行
列
で
な
い
場
合

は
そ
の
理
由
を
述
べ
よ
．

3
8


